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MỘT SỐ KÝ HIỆU

||rcII chuẩn của X

V(x) họ các lân cận của X

B (x , r), D(x, r) hình cầu mở và hình cầu đóng tâm

bán kính r

S x  mặt cầu đơn vị trong X

d(x, Á) khoảng cách từ X đến A
s _  —  V a

X X X —► X và f ( x ) —» f ( x )

N£(S, X) tập cếic véctơ e-pháp tuyến của s  tại X

N (S ,X ) nón pháp tuyến Eréchet của s  tại X

N (S ,x )  nón pháp tuyến cơ sỏ của s  tại X

d f ( x ) dưới vi phân Eréchet của /  tại X

d f ( x ) dưới vi phân cơ sở của /  tại X

Ôq hàm chi của tập 0 Q c  X

F  : X  z=ịY ánh xạ đa trị từ X  vào Y

DomF  miền hữu hiệu của F

GrF  đồ thị của F

D*F{x , ỹ){-) đối đạo hàm Préchet của F  tại (x, ỹ)

D*F(x,ỹ)(-) đối đạo hàm Mordukhovich của F  tại (X, ỹ)
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Lời mở đầu

Tiếp sau sự phát triển đạt đến mức độ hoàn thiện của Giải 
tích lồi [21], Giải tích không trơn [7], Giải tích đa trị [3, 4], một 
lý thuyết mới dưới tên gọi là Giải tích biến phân đã ra đời và 
ngày càng được chú ý. Các kết quả cơ bản của Giải tích biến 
phân trong các không gian hữu hạn chiều của đã được trình bày 
trong cuốn chuyên khảo của R. T. Rockafellar và R. J.-B. Wets
[22]. Bộ sách hai tập [17] của B. s. Mordukhovich trình bày 
nhiều kết quả sâu sắc về Giải tích biến phân và phép tính vi 
phân suy rộng trong không gian vô hạn chiều, cùng với những 
ứng dụng phong phú trong Quy hoạch toán học, Lý thuyết các 
bài toán cân bằng, Điều khiển tối ưu các hệ động lực được mô 
tả  bởi phương trình tiến hóa, Điều khiển tối ưu các hệ động 
lực được mô tả bởi phương trình đạo hàm riêng, Tối ưu véctơ, 
và Cân bằng kinh tế. Các kỹ thuật cơ bản của Giải tích biến 
phân và mối liên hệ của nó với các kỹ thuật của Giải tích hàm 
được trình bày trong cuốn chuyên khảo của J. M. Borwein và 
Q. J. Zhu [6].

Tính mở là một tính chất quan trọng khi nghiên cứu ấnh 
xạ đa trị cũng như ánh xạ đơn trị. Tính chất này rất hữu ích 
trong nhiều lĩnh vực của lý thuyết tối ưu, ví dụ như trong việc 
nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của bài toán bị nhiễu, hay trong 
việc chứng minh các điều kiện tối ưu cho các bài toán quy họach 
toán học.

Luận văn này trình bày một số kết quả về tính mở của ánh
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xạ đa trị và các định lý hàm ẩn dựa trên bài báo [10] của hai 
nhà toán học Rumani là M. Durea và R. Strugariu (đã được 
đăng trên Pacific Journal of Optimization, Vol. 6, No. 3, 2010, 
pp. 533-549). Những kết quả của hai tác giả này đã phát triển 
và làm sâu sắc thêm các định lý hàm ẩn trong bài báo của 
G. M. Lee, N. N. Tam và N. D. Yen [13].

Khả năng sử dụng cách tiếp cận của [10] để phát triển thêm 
một bước các kết quả của N. D. Yen và J.-C. Yao [23] (sử dụng 
đối đạo hàm Mordukhovich tại một điểm trên đồ thị của ánh xạ 
đa trị được xét) vẫn còn là một vấn đề mở.

Lưu ý rằng các kết quả tương tự như các kết quả của [10] đã 
được M. Durea trình bày trong [9].

Chương 1 trình bày các khái niệm thông dụng trong Giải tích 
đa trị và Giải tích biến phân, cùng với một số kết quả kinh điển: 
Nguyên lý biến phân Ekeland, Quy tắc tổng mờ.

Chương 2 chứng minh một số kết quả về tính mở của ánh 
xạ đa trị, xét riêng các trường hợp ánh xạ không có tham số và 
ánh xạ có tham số. ở  đây, theo cách tiếp cận của M. Durea và 
R. Strugariu [10], chúng ta  khai thác một điều kiện chính quy 
của họ đối đạo hàm Préchet: Ton tại các hằng số c > 0, r > 0, 
s > 0 sao cho với mọi (x, y ) € GiF n [B(x, r ) X B(ỹ, s)] và với 
mọi y* € Y*, X* € D*F{x,y)(y*),

c\\y*\\ < (1)

trong đó D*F(x,y)(-) : Y* =r X* ký hiệu đối đạo hàm Préchet 
của ánh xạ đa trị F : X  =4 Y  giữa hai không gian Asplund X
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và Y  tại điểm (X, y) thuộc tập đồ thị

GiF-.= { { u , v ) e X  x Y ị v e  F(u)}, (2)

và B (x ,r ) ký hiệu hình cầu mở có tâm X và bán kính r. Điều 
kiện chính quy vừa nêu tương tự với các điều kiện đã được các 
'ác giả khác đưa ra trước đây [12, 13, 18]. số c trong (1) có liên 
Ịuan đến khái niệm hằng số Banach (chính là độ mở) của toán 
ử tuyến tính.

Chương 3 đề cập đến hàm ẩn đa trị. Chúng ta  sẽ thấy rằng, 
íới những giả thiết thích hợp, hàm ẩn đa trị thừa hưởng một 
tính chất của ánh xạ đa trị chứa tham số ban đầu. Cụ thể 
Ĩ1, các tính chất được bàn tới ở đây là tính nửa liên tục dưới, 
h chính quy mêtric, tính giả Lipschitz (còn được gọi là tính 
t  Aubin, hoặc tính giống-Lipschitz). Các tính chất này được 
ng minh dựa trên các kết quả trình bày trong Chương 2. 
Ig số các kết quả ở Chương 3, còn có một đánh giá dưới cho 
ìạo hàm của hàm ẩn đa trị (Định lý 3.3).

lận văn có một kết quả mới, đó là khẳng định ở Mục 2.2 
ơng 2) nói rằng kết luận trong định lý ánh xạ mở của 
urea và R. Strugariu [10, Theorem 3.1] không còn đúng, 
>ại bỏ giả thiết về tính đóng của ánh xạ đa trị được xét.

ìn văn này được hoàn thành tại Viện Toán học, Viện Khoa 
Công nghệ Việt Nam, dưới sự hướng dẫn của GS. TSKH. 
1 Đông Yên.

giả chân thành cảm ơn thầy Nguyễn Đông Yên và các 
:ứu sinh của thầy đã giúp đỡ tác giả rất nhiều trong quá 
n  luận văn.

;iả cũng xin được bày tỏ lòng biết ơn các thầy cô và
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và Y  tại điểm (x, y) thuộc tập đồ thị

G i F : = { { u , v ) e X x Y \ v e  F(u)}, (2)

và B(x, r) ký hiệu hình cầu mở có tâm X và bán kính r. Điều 
kiện chính quy vừa nêu tương tự với các điều kiện đã được các 
tác giả khác đưa ra trước đây [12, 13, 18]. số c trong (1) có liên 
quan đến khái niệm hằng số Banach (chính là độ mở) của toán 
tử tuyến tính.

Chương 3 đề cập đến hàm ẩn đa trị. Chúng ta  sẽ thấy rằng, 
dưới những giả thiết thích hợp, hàm ẩn đa trị thừa hưởng một 
số tính chất của ánh xạ đa trị chứa tham số ban đầu. Cụ thể 
hơn, các tính chất được bàn tới ở đây là tính nửa liên tục dưới, 
tính chính quy mêtric, tính giả Lipschitz (còn được gọi là t ính 
chất Aubin, hoặc tính giống-Lipschitz). Các tính chất này được 
chứng minh dựa trên các kết quả trình bày trong Chương 2. 
Trong số các kết quả ở Chương 3, còn có một đánh giá dưới cho 
đối đạo hàm của hàm ẩn đa trị (Định lý 3.3).

Luận văn có một kết quả mới, đó là khẳng định ở Mục 2.2 
(Chương 2) nói rằng kết luận trong định lý ánh xạ mở của 
M. Durea và R. Strugariu [10, Theorem 3.1] không còn đúng, 
nếu loại bỏ giả thiết về tính đóng của ánh xạ đa trị được xét.

Luận văn này được hoàn thành tại Viện Toán học, Viện Khoa 
học và Công nghệ Việt Nam, dưới sự hướng dẫn của GS. TSKH. 
Nguyễn Đông Yên.

Tác giả chân thành cảm ơn thầy Nguyễn Đông Yên và các 
nghiên cứu sinh của thầy đã giúp đỡ tác giả rất nhiều trong quá 
trình làm luận văn.

Tác giả cũng xin được bày tỏ lòng biết ơn các thầy cô và
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cán bộ công nhân viên của Viện Toán học đã quan tâm giúp đỡ 
trong suốt quá trình học tập và nghiên cứu tại Viện.

Hà Nội, ngày 29 tháng 8 ũẫm 2011 
Tác giả luận văn

Dương Thị Kim Huyền
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Chương này trình bày một số khái niệm cơ bản của Giải tích đa 
trị và Giải tích biến phân, cùng với một số kết quả kinh điển, 
như Nguyên lý biến phân Ekeland, Quy tắc tổng mờ.

1.1 Ánh xạ đa trị

Cho X  và Y  là các không gian tôpô. Xét ánh xạ đa trị

F : X = l Y

xác định trên X,  nhận giá trị trong tập các tập hợp con của 
Y . Dồ thị (graph) của F  được cho bởi (2), còn miền hữu hiệu 
(effective domain) của F  được cho bởi

Dom F  := {x £ X  I F(x) Ỷ  0}-

Nếu Ả  c  X  thì F (Á) := F(x) là ảnh của tập A  qua ánh xạ
XÇ.A

F. Tập F(X)  được ký hiệu bởi Im F  và được gọi là ảnh (image)
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của F. Ánh xạ ngược (inverse mapping) F  1 : Y  =3 X  của F  
được xác định bởi công thức

F - '(y )  : = { x £ X ị y e  F(x)} (Vy € Y).

Các khái niệm sau đây là khá thông dụng trong Giải tích đa 
trị. Ta ký hiệu hệ thống các lân cận của X £ X  bởi V(x).

Đ ịnh nghĩa 1.1. Ta nói F  là nửa liên tục dưới (lower semicon- 
tinuous, hay lsc) tại X G X  nếu với mọi tập mở mà F (x)nD  Ỷ  0) 
tồn tại u  € v(x)  sao cho F{x') D D 7̂ 0, với mọi x' € u.

Trong các phần sau, ta  sẽ sử dụng một giả thiết yếu hơn về 
tính liên tục (xem [17, Definition 1.63]).

Đ ịnh nghĩa 1 .2 . Ta nói F  là nửa liên tục bên trong (inner 
semicontinuous, hay isc) tại (x, ỳ) G X  X Y  nếu với mọi tập mở 
D c  Y  mà y E D, tồn tại u  € v(x)  sao cho F  n  D ^  0 với mọi 
x' € u.

Dễ thấy rằng khái niệm nói trong Định nghĩa 1.2 yếu hơn 
khái niệm nói trong Định nghĩa 1 .1 . Trên thực tế, F  là nửa liên 
tục dưới tại X khi và chỉ khi nó là nửa liên tục bên trong tại mọi 
điểm (x ,y ) với mỗi y £ F(x).

Ví dụ 1 .1 . Cho ánh xạ đa trị F : R =£ R xác định bởi F(0) = 
[—1,1] và F{x) =  {0} với mọi X Ỷ  0- F  nửa liên tục bên trong 
tại (0, 0), nhưng không nửa liên tục dưới tại 0. Cụ thể, F  không 
nửa liên tục bên trong tại mọi điểm (0, y), với y G F(0) \{0}, tức 
là y e  [—1,0) u  (0,1]. Thật vậy, xét tập mở D c  R với y e  -D, 
nhưng 0 ệ D. Khi đó, với mọi u  e V(0), ta  có F{x') n  D =  0 
với mỗi x' € u  \  {0}.

6
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Bây giờ, ta giả sử X  và Y  là các không gian định chuẩn. Ký 
hiệu B(x, r) và D(x, r) lần lượt là các hình cầu mở và hình cầu 
đóng tâm X bánh kính r. Đôi khi, ta  ký hiệu Bx, Dx, Sx  là các 
hình cầu mở, hình cầu đóng, và mặt cầu đơn vị trong X .  

Khoảng cách từ X e X  đến A c  X  được định nghĩa như sau:

d(x,A ) := inf{||j; — a|| I a € A}.

Thông thường, ta quy ước d(x, 0) =  + 00. Ta xét chuẩn tổng khi 
làm việc với không gian tích X  x Y ,  tức là ta đặt

H0c,y)|| =  IM| +  M  (V(z,y) e x  x Y ) .

Đ ịnh nghĩa 1.3. Ta nói ánh xạ đa trị F  là mở (open) tại 
(ỉ, ỹ) € GrF nếu ảnh của một lân cận bất kỳ của X qua F  là 
một lân cận của ỹ.

Ta để ý rằng F  là nửa liên tục bên trong tại (x, ỹ) € GrF  
khi và chỉ khi F~l là mở tại (ỹ, x).

Tính mở với tỷ lệ tuyến tính như trong định nghĩa sau đây 
là mạnh hơn tính mở nói trong Định nghĩa 1.3.

Đ ịnh nghĩa 1.4. Ta nói F  : X  =4 Y  là mở với tỷ lệ tuyến 
tính (open with linear rate) quanh (ỉ, ỹ) € GrF nếu tồn tại hai 
lân cận u  6 V(x), V  e v(ỹ) và một số £ > 0 sao cho với mọi 
(x, y) € GrF n (U X V) và với mọi p € (0, è) ta  có

B(y,pc) c  F(B(x,p)).

Tính mở với tỷ lệ tuyến tính tương đương (xem J.-P. Penot
[19], J. M. Borwein và D. M. Zhuang [5]) với tính chất metric 
chính quy của F  quanh (X, ỹ ) được phát biểu như sau.

7
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Đ ịnh nghĩa 1.5. Ánh xạ đa trị F  : X  =3 Y  được gọi là metric 
chính quy (metrically regular) quanh (x,ỹ) € GrF nếu tồn tại 
a > 0 và hai lân cận u € V(x), V  € v(ỹ) sao cho với mọi u € u 
và với mọi V £ V  ta  có

d(u, < ad(v,F(u)).

Tính chất metric chính quy trong Định nghĩa 1.5 là một 
trường hợp đặc biệt của tính metric chính quy của hàm ẩn đa 
trị mà ta  sẽ bàn tới ở Chương 3. Lưu ý rằng tính metric chính 
quy của hàm ẩn đa trị là khái niệm do s. M. Robinson [20] đưa 
ra năm 1976.

Một tính chất khác có liên quan mật thiết với tính mở với tỷ 
lệ tuyến tính và tính metric chính quy là tính chất giả Lipschitz 
như trong định nghĩa sau đây.

Đ ịnh nghĩa 1.6. Ta nói F : X  =4 Y  là giả Lipschitz (pseudo- 
Lipschitz) quanh (x,ỹ) G GrF  với môđun í  > 0 nếu tồn tại hai 
lân cận u  G v(x)  và y  G v(ỹ)  sao cho

F(x)  n V  c  F(u) +  t\\x -  u\\Dy (Vx e U , V u e ư ) .

Tính chất quan trọng này do J.-P. Aubin [2] đưa ra năm 1984. 
Để ghi công J.-P. Aubin trong việc phát triển Giải tích đa trị 
và các ứng dụng, A. L. Dontchev và R. T. Rockafellar [8] đã đề 
nghị gọi tính giả Lipschitz của ánh xạ đa trị là tính chất Aubin 
(the Aubin property). Một số tác giả khác đề nghị sử dụng thuật 
ngữ tính giống-Lipschitz (the Lipschitz-like property) cho khái 
niệm này (xem B. s. Mordukhovich [17]).

8



Luận văn thạc sĩ toán học D ư ơ n g  T h ị K im  H u y ề n

1.2 Nguyên lý biến phân Ekeland

Nguyên lý biến phân do I. Ekeland [11] đề xuất năm 1974 là 
một công cụ mạnh trong Giải tích phi tuyến, Giải tích không 
trơn, Giải tích đa trị, Giải tích biến phân, và trong các hướng 
khác nhau của toán học ứng dụng.

Đ ịnh lý 1 .1 . Cho (x ,d )  là không gian mêtric đầy đủ và /  : 
X  —> R u {+00} là một hàm chính thường (tức là miền xác định

dom/ := {x € X  I f ( x ) € K}

của f  là khấc rỗng), nửa liên tục dưới và bị chặn dưới ở trên X .  
Khi đó, với mọi X £ dom/ và với mọi £ > 0, tồn tại xe € X  sao 
cho

f ( X e )  <  f ( x )  -  £ d ( x , x £) 

và với mọi X £ X  \  {x£},

f ( x £) < f (x )  +£d(x,xe).

Chứng minh của định lý này có thể xem trong [1 , 3, 1 1 , 17].

1.3 Nón pháp tuyến, dưới vi phân, đối đạo 

hàm

Chúng ta trình bày lại những nét chính của phép xây dựng nón 
pháp tuyến, dưới vi phân, đối đạo hàm - những khái niệm chính 
của Giải tích biến phân theo cách tiếp cận bằng không gian đối 
ngẫu của B. s Mordukhovich và các cộng sự.
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Trước hết, ta  nhắc lại rằng X* ký hiệu đối ngẫu tôpô của 
không gian định chuẩn X .  Giá trị của phiếm hàm X* € X* tại 
X e X  được ký hiệu bởi (x*, x). Các ký hiệu w và w* được dùng 
để chỉ tôpô yếu và tôpô yếu* của cặp đối ngẫu (X , X*).

Cho tập hợp khác rỗng s  và một hàm /  : X  —► Ẽ, ở đó
R =  [—00, + 00], ta  dùng các ký hiệu sau: 

s  _ X _ V rr
X —* X n ê u  X —*• X v à  X €  0  ,

X X  n ế u  X —> X v à  f ( x ) —> / ( x ) .

Đ ịnh nghĩa 1.7. Cho X  là một không gian định chuẩn, s  là 
m ộ t  t ậ p  c o n  k h á c  r ỗ n g  c ủ a  X ,  v à  X e  s .

(a) Với mỗi X G s  và với mỗi £ > 0, tập các véctơ E-pháp tuyến 
của s  tại X là

Ne(S ,x ) := I X* e  r  I lim sup ^ ’u < £
1 11“  - A \

(1.1)

Nếu £ =  0 thì các phần tử ở vế phải của (1 .1 ) được gọi là các 
véctơ pháp tuyến Préchet. Tầp các véctơ pháp tuyến đó được ký 
hiệu bởi N(S, x), và được gọi là nón pháp tuyến Fréchet của s  
tại X.

(b) Nón pháp tuyến cơ sở (còn được nón pháp tuyến qua giới 
hạn, hay nón pháp tuyến Mordukhovich) của s  tại X là tập hợp

N (S ,x)  := { X* e x * \  3e i  0,

xn Ẳ ĩ ,  x*n ^  x \  x*n € Nen{S,xn) Vn € N},
(1.2)

ở đó N =  {1 , 2, . . .} .

Nếu X  là không gian Asplund (tức là không gian Banach mà 
mọi hàm lồi liên tục xác định trên một tập lồi mở đều khả vi
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trên một tập con trù mật của tập mở đó), thì công thức tính 
nón pháp tuyến cơ sở (1 .2) có dạng đơn giản hơn. Cụ thể là,

N (S ,x ) =  {a;* € X* I 3xn X,

x*n ^  X*, x*n € N(S, xn) Vn € N}.
(1.3)

1.4 Quy tắc tổng mờ

Cho /  : X  —*• R hữu hạn tại X € X. Dưới vi phẫn Préchet của f  
tại X  là tập hợp

d m  := {x* e e N(epỉf t (®,/(*)))}.

Dưới vi phẫn cơ sở (còn được gọi là duới vi phân qua giới hạn, 
hoặc dưới vi phẫn Mordukhovich) của /  tại X là

df(x) := {x* e X*\{x\ - 1) G iV(epi/, (ỉ,/(x)))>,

ở đó epi/ kí hiệu tập trên đồ thị (epigraph) của / .

Ta luôn có d f ( x ) c  df(x) .

Để ý rằng ỡ /(x) là tập lồi, đóng yếu*.

Nếu X  là không gian hữu hạn chiều, thì d f ( x ) là tập đóng, 
có thể không lồi (xem [17, p. 11] và [1 ]). Nếu X  là không gian 
vô hạn chiều, thì d f ( x ) có thể không đóng [17, Example 1.7]

Trong không gian Asplund, ta có

df{x)  =  lim supỡ/(x).
x-í+x
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Nếu /  là lồi, thì cả hai dưới vi phân d f ( x ) và d f ( x ) đều trùng 
với dưới vi phân của /  tại X theo nghĩa Giải tích lồi [21].

Nếu kí hiệu ỏíi là hàm chỉ của một tập khác rỗng n  c  X  (tức 
là  ¿ n (^ )  =  0  n ế u  X €  ôn =  + 0 0  n ế u  X ị  f i ) ,  t h ì  v ớ i m ọ i  X  €  

ta có dỗn(x) = N(Q,x)  và dỏn(x) =  N(Q,x).

Cho c  X  là một tập khác rỗng và ĩ  G O. Khi đó, ta  có

dd(., Í2)(x) =  N(Tt, x) n  Dx*, N(Ct, x) =  Xdd(., ri)(x).
À>0

Nếu o  là tập đóng thì

N {n,x)  = P l Aôd(.,í2)(ĩ).
Â>ò

Mỗi phần tử X* G df(x)  được gọi là một dưới gradient Frechet 
của /  tại X. Ta có mô tả  biến phân trơn (xem [17, Theorem 
1.88(i)]) cho các dưới gradient Préchet như sau.

M ệnh đề 1.1. (Mô tả biến phân trơn của dưới gradient Frechet) 
Cho f  : X  —> R hữu hạn tại X và cho X* e X*. Nếu có một lăn 
cận u  của X và một hàm s : u  —► R khả vi Frechet tại X với đạo 
hàm V s(í) =  X* sao cho f  đạt cực tiểu địa phuơng tại X, thì 
X* € df(x).  Điều ngược lại củng đúng, tức là nếu X* € d f{ x ) thì 
có một lẫn cận u  của X và một hàm s : u  —► R khả vi Frechet 
t ạ i  X s a o  cho

s(x) = f{x), Vs(x) = x \  s{x) < f(x)

v ớ i  m ọ i  X €  u .

Quy tắc tổng mờ (a fuzzy sum rule) [17, Theorem 2.33] sau
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đây cho dưới vi phân Préchet là một trong những công cụ chính 
để thu được các kết quả về tính mở của ánh xạ đa trị.

Đ ịnh lý 1 .2 . (Quy tắc tổng mờ) Cho X  là không gian Apslund 
và (pi, <P2 • X  -> R u  {00} sao cho (pi liên tục Lipschitz quanh 
X 6 dom</>i n  dom<̂2 và ự>2 nửa liên tục dưới quanh X. Khi đó, 
với mọi 7 > 0 ta có

d(ự>i +  ự>2 )(x) c  P |{ â^ i(2 i) +  dip2 (x2)\xi G Ĩ  +  7 Dx , 

I<Pi(xì) -  <Pi(x)I < 7, * = 1,2} + 7Dx .

Dưới vi phân cơ sở thỏa mãn quy tắc tổng thô [17, Theorem 
2.33] sau đây.

Đ ịnh lý 1.3. (Quy tắc tổng thô) Nếu X  là không gian Apslund 
và / 1 , / 2, • • •, ỉn- 1 : X  —>R là Lipschitz quanh X và fn : X  —► R 
là  n ử a  l i ê n  t ụ c  dư ớ i  q u a n h  X ( tứ c  là  f n  n ử a  l i ê n  t ụ c  d ư ớ i  t ạ i  m ỗ i  

điểm thuộc một lân cận nào đó của X), thì

n n
d(%2fi(x))  c  ^2d f i (x ) .

¿=1 1=1

Đ ịnh nghĩa 1.8. Cho F : X  =ị Y  là ánh xạ đa trị và (x, y) G 
GrF. Khi đó, đối đạo hàm Fréchet (the Fréchet coderivative) tại 
(x, ỹ ) của F  là ánh xạ đa trị D*F(x, ỹ) : Y* =ị X* xác định bởi

Ô'F(x ,ỹ)(y ')  ~  {1 * € X*|(x*,-y*) € jV(GrF, (ỉ,ỹ))}.

Tương tự, đối đạo hàm chuẩn tắc (the normal coderivative), còn 
gọi là đối đạo hàm Mordukhovich (the Mordukhovich coderiva- 
tive), của F  tại (x ,ỹ ) là ánh xạ đa trị D*NF (x ,ỹ ) : Y* =3 X*
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xác định bởi

D '„ F (x ,v W )  ■■= {** € X*|(x‘, - y ’) 6 N(GĩF,  (x,ỹ))}.

Khái niệm đối đạo hàm chuẩn tắc, độc lập với nón pháp 
tuyến dùng trong định nghĩa của nó, đã được đưa ra bởi B. s. 
Mordukhovich [14] vào năm 1980.

Nếu xét các ánh xạ đa trị có đồ thị lồi, thì ta có một dạng 
biểu diễn đặc biệt cho đối đạo hàm Fréchet và đối đạo hàm 
chuẩn tắc.

M ệnh đề 1.2. (xem [17, Proposition 1.37]) Cho F \ X  =x Y  
là ánh xạ đa trị có đồ thị lồi và (x,ỹ) £ GrF . Khi đó, với mọi 
y* £ Y * ,  ta có công thức tính giá trị của đối đạo hàm như sau:

D'F(x,ỹ)(v')
= D'n F(x , ỹ)(y')

=  ịx" € X ’ I (x\x) -  <y*,ỹ) =  max \(x',x) -  (y*,ỹ)]Ị .
L {x,y)eGĩF J

Trong trường hợp này, hai toán tử đối đạo hàm D*F(x,ỹ)(-) và 
D*NF(x,ỹ)(-) cùng được ký hiệu bởi D*F(x,ỹ)(-).

14



Chương 2

Các kết quả về tính mở

Trong chương này, chúng ta sẽ chứng minh một số kết quả về 
tính mở của ánh xạ đa trị. Các trường hợp ánh xạ không có 
tham số và ánh xạ có tham số sẽ được xét riêng rẽ.

2.1 Định lý ánh xạ mở

Ta bắt đầu với một kết quả về tính mở của ánh xạ đa trị. Phần 
kết luận và kỹ thuật chúng minh trong kết quả sau đây là cơ 
bản, theo nghĩa từ đó ta  có thể rút ra các kết quả về tính mở 
của ánh xạ đa trị có tham số và các định lý hàm ẩn. Kỹ thuật 
này cũng như kết quả sau đây đã có trong [19, Theorem 2.3], 
nhưng ở [10] các tác giả M. Durea và R. Strugariu đã thu được 
một đánh giá chính xác hơn cho các lân cận của điểm (x, ỹ ) nói 
trong tính chất mở.

Đ ịnh lý 2.1. Cho X , Y  là các không gian Asplund, F  : X  
là ánh xạ đa trị và (x ,ỹ ) E GrF. Giả sử cấc giả thiết sau thỏa 
mẫn:

(i) GrF là đóng
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(ii) Tồn tại c > 0, r > 0, s > 0 sao c h o  với mọi (X, y ) € G rF n  
\B{x,r) X B(ỹ,s)] và mọi y* e Y*, X* e D*F(x,y)(y*),
c\\y*\\ < 11*1 1 -

Khi đó, với mọi a € (0, c) và mọi p G (0, e), trong đó

. ( 1  /  c a \  r s \
E : =  m in  -

2 ỵc +  1 ữ + 1 /  ữ + 1  2a J

ta có
B(ỹ,pa) c  F{B(x, p)).

Chứng minh. Lấy a e (0,c), b e (s íĩ, ị(ĩ+ ĩ +  s+ĩ))» và p € 
(0, e). Ta có

b + f><~ĨTĩ  (21)
v à

b~lap < b~la——— < r. (2.2)
r + 1 v '

Chọn í; E B(ỹ,pa) và /  : Gr.F —> R xác định bởi / ( x ,2/) := 
11̂  — 2/ 11. Do GrF là đóng, ta có thể áp dụng Nguyên lý biến 
phân Ekeland trong Định lý 1.1 cho hàm /  trên tập GrF  để thu 
được (Ub,vi,) € GrF sao cho

f ( u b, Vb) < /(z , ỹ ) -  bd (ub, vb), (x, ỹ)) (2.3)

/(Uò, ^ò) < /(z , y) +  bd {ub, vb), (x, y)) v(x, 2/) € GiF. (2.4) 

Suy ra

Ih. -  v|| < llỹ -  v|l -  K\\x -  ub\\ +  llỹ -  vb\\) (2.5)
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và
l h  -  v|| < \\y -  v\\ +  b{\\x -  ubII +  \\y -  Vfcll) 

với mọi (x,y) € GtF. Từ (2.2) và (2.5) ta có

\\x -  ub\\ < b~l \\ỹ -  v|| < b~lap < r,

\\ỹ -  Ufcll < \\ỹ -  v|| +  ||v -  Vfcll < 2\\ỹ -  v|| < 2pa < s.

Từ đó suy ra rằng (ub,vb) € G rFn[B (x,r) X B(ỹ,  s)]. Nếu^b =  V 
thì

b\\X -  uhII < (1 -  b)\\ỹ -  u|| < (1 -  b)ap < bp.

Suy ra Ub G B ( x ,p ) và V G F(B(x,p)) .  Ta khẳng định rằng 
Vb =  V là trường hợp duy nhất có thể xảy ra. Thật vậy, giả sử 
V Ỷ  vb- X é t  h à m  h : X  X Y  —> R, với

h(x,y) := \ \ y - v \ \  + b ( \ \ x - u b\\ +  | |y - i ; 6||).

Do tính chất (2.4), ta có (ub,Vb) là điểm cực tiểu của h trên 
GrF, hay (uỊ»Vb) là điểm cực tiểu toàn cục của hàm h + ỏGiF- 

Áp dụng quy tắc Fermat mở rộng, ta có

(0, 0) € d(h(-) +  <W(-))(w&, Vb).

Sử dụng sự kiện h là Lipschitz và ỎGtF là nửa liên tục dưới, ta  áp 
dụng Quy tắc tổng mờ (Định lý 1 .2) cho dưới vi phân Préchet. 
Chọn 7 € (0, p) SELO cho

D{ub, 7 ) c  B(x, r ), VỆ D(vb, 7 ) c  B(ỹ, s).
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Ta thu được các véctơ

(uị,vị) e D(ub, 7 ) X D(vb, 7 ) c  B (x ,r ) X B(ỹ, s)

và

( u ị ^ ) €  [r>(tíi,,7 )xử(t)t ,7)]nGrJ:’ C [B (ỉ,r )x B (ỹ ,s)]n G rF

thỏa mãn điều kiện

(0,0) € dh{uị, vị) + dỗGĩF{uị, vị)) +  p{Dx * X Dy.).

Vì /1 là tổng của ba hàm lồi, Lipschitz trên 1 x 7 , nên ỡ/i trùng 
với tổng của các dưới vi phân theo nghĩa Giải tích lồi của ba 
hàm lồi đó. Do V Ỷ  vị € D(vb,7 ), ta  có

( 0 ,0 )  £  { 0 }  X S y  + b ( D x *  X { 0 }  +  { 0 }  X D y )

+N(GiF,(uịv?f)) + p(Dx . x D Y.).

Chọn y{ £ 2/2? 2/3 £ A ''!  ®ĩ>®2 £ Ax* sao ch°

(-bx l  -  p x l  - v ĩ  -  byỉ - p y $ €  N(GtF, «  «Ị))

và
-b x Ị  -  px\ 6 S * F (^ ,^ ) (v í  +  63/2 +  M )-
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Sử dụng tính chất (uị, vị) € GrF n  [B(x, r ) X B(y, s)], ta  được

b + p >  \ \ - b x \ - px*2\\ > c\\y{ + byị + py$\\

> ciịịyỊịị -  b\\yZ\\-  pịịyỊịị)

> c(l — b — p).

Điều đó mâu thuẫn với bất đẳng thức (1 — 6 — p)~l {b 4- p) < c. 
Chứng minh kết thúc. □

Có thể phát biểu phần kết luận của Định lý 2.1 cho một lân 
cận của (x, ỹ), nếu thay đổi chút ít các hằng số được xét. Nhận 
xét thêm rằng, thay cho việc đòi hỏi GrF  là đóng, ta chỉ cần đòi 
hỏi G rF là đóng địa phương tại (x,ỹ).

Đ ịnh lý 2.2. Cho X, Y  là các không gian Asplund, F  : X  ^  Y 
là ánh xạ đa trị, và (x,ỹ) € GrF, sao cho GrF  đóng địa phương 
tại (x, ỹ). Khi đó, các khẳng định sau là tương đương:

(i) Tồn tại r > 0, s > 0 và c > 0 sao cho với mọi (x ,y ) € 
G rF n  [B(x,r) X B(ỹ, s)], và mọi y* € D*F(x,y)(y*), ta có

c||2/*|| < ị\x*ị\.

(ii) Tồn tại a > 0, /3 > 0, c > 0 và E > 0 sao cho với mọi 
{x,y) e GiF  n  [B(x, a) X B(ỹ,P)], với mọi a e [0,c), và 
với mọi p G (0, e], ta có

B(y,pa) c  F(B(x,p)).

N hận  xét 2 .1 . Từ chứng minh của Định lý 2.1, ta  có thể thấy 
rằng giả thiết các không gian X  và Y  là Asplund được dùng
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chỉ để áp dụng Quy tắc tổng mờ cho dưới vi phân Préchet. Vì 
thế, các kết quả vẫn đúng nếu ta  xét các loại dưới vi phân khác 
cũng thỏa mãn các phép tính tương tự trong lớp các không gian 
Banach tương ứng. Tất nhiên, trong trường hợp dưới vi phân 
thỏa mãn các quy tắc tính toán chính xác, các kết quả là đúng.

N hận  xét 2 .2 . Nếu ta  thêm vào giả thiết GrF  là lồi thì ta  không 
cần X, Y  là các không gian Asplund. Trong trường hợp này, ỏGiF 
là hàm lồi, thay vì quy tắc tổng mờ cho dưới vi phân Préchet 
trên không gian Asplund, và ta có thể sử dụng Quy tắc tổng cho 
dưới vi p h â n  của các hàm lồi (Định lý Moreau-Rockaíellax).

2.2 Sự cần thiết của tính đóng

Liên quan đến các giả thiết và kết luận của Định lý 2.1, ta  có 
thể đặt ra câu hỏi: Điều kiện “GĩF là đóng " có thực sự cần thiết 
hay không?

Ví dụ sau đây chỉ ra rằng giả thiết về tính đóng của GrF là 
thực sự cần thiết.

V í dụ  2.1. Xét ánh xạ F  : R =4 R cho bởi F{x) =  {ịx}.  Đặt 
(x,ỹ) = (0, 0) và để ý rằng

D ‘F(x,y)(y ')  = (V F (x )Ỵ (ý )  = Ị M  .

Do đó, điều kiện (1) thỏa mãn với c e  (o, ị)  được chọn tùy ý. 
Đặt

£ = Grf\{(pẩ)i*eN}

20



Luận văn thạc sĩ toán học D ư ơ n g  T h ị K im  H u y ề n

và
F(x) = {y e  R I {x, y) e S} (Var € R),

ta có

F ( x )  =
F ( x )  n ế u  X Ệ  I k  €  N }

0  n ế u  X G { ị  I k  e  N } .

Rõ ràng GrF không đóng. Vì D*F(x,y)(y*) = D*F(x,y)(y*) 
với mọi (x, y) e  GrF  và với mọi y* £ R, nên giả thiết (ii) của 
Định lý 2.1 thỏa mãn cho ánh xạ F. Do ảnh của một lân cận 
bất kỳ của X =  0 qua ánh xạ F  không là lân cận của ỹ  =  0, 
kết luận của Định lý 2.1 không còn đúng. Điều đó không mâu 
thuẫn với Định lý 2.1, vì giả thiết đồ thị đóng không được thỏa 
m ã n  c h o  ánh xạ F.

Hình 2.1: Ánh xạ đa trị không đóng địa phương
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2.3 Trường hợp ánh xạ có tham số

Ta sẽ chỉ ra rằng có thể sử dụng Định lý 2.1 về t ính mở và kỹ 
thuật chứng minh của định lý đó để đưa ra điều kiện đủ cho 
t ín h  m ở  c ủ a  c á c  á n h  x ạ  đ a  tr ị  c ó  t h a m  số .

Đ ịnh lý 2.3. Cho X , Y  là các không gian Asplund, p  là không 
gian tôpô và F : X  X p  =3 Y  là ánh xạ đa trị. Kí hiệu Fp(-) := 
F(-,p) và lấy (x,ỹ,p) € X  X Y  X p  sao cho ỹ € F(x,p). Giả sử 
rằng

(i) Tồn tại Ui € v(ỹ) sao cho GrFp là đóng với mỗi p € U\;

(ii) F (x , •) là nửa liên tục bên trong tại (p, ỹ);

(iii) Tồn tại các hằng số r > 0, s > 0, c > 0 và lân cận Ư2 € v(p) 
sao cho với mọi p G Ư2 , với mọi (x,y) € GrFp n  [B(x,r) X 
B(ỹ,s)], với mọi y* € Y* và X* € D*Fp(x,y)(y*), bất đẳng 
t h ứ c  (1 )  n g h i ệ m  đúng .

Khi đó, với mọi a € (0, c) và p € (0, È) với

/ 1  c a . r 2sA
\2  c +  1 <2 +  1 ữ +  1 3a)

tồn tại ư  € v(p) sao cho với mọi p £ u

B  (ỹ, c  Fp(B(x, />)). (2.6)

Chứng minh. Như trong chứng minh của Định lý 2.1, ta lấy 
a e  (0, c), b e  ( ¿ ĩ , | ( ^ ĩ  +  ¿ ĩ ) ) ,  v à p e  (0,5). Sử dụng tính 
chất nửa liên tục bên trong của F(x,-) tại (p, ỹ), ta  tìm được 
Ơ3 € VQỡ) sao cho với mọi p e  [/3, F(x,p ) n B(ỹ, ^ệ) Ỷ 0-

£ := mm -
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Đặt u  := U\ n  Ư2 n  Ơ3 và cố định p € u. Khi đó, tồn tại
y' € Fp{x) sao cho \\y -  y'\\ <

Lấy V G c  5 (2/', ap). Áp dụng Nguyên lý biến phân
Ekeland (Định lý 1 .1 ) cho hàm /  : GrFp —» R xác định bởi công 
thức f (x ,  y) := \\v -  y\\ ta  chọn được (Ub,Vb) € GrFp sao cho

I k  -  v|| < llỉ/' -  v|| -  b(\\x -  u6|| +  \\y' -  Ufc||)

I h  -  v|| < \\y -  v|| +  6(11® -  U&II +  IIy -  Ufc||)

với mọi (x, y ) € GrFp. Để ý rằng

||£ -  Ubll < b~l \\y' -  v|| < b~1ap < (a + l)p < r

\ \ ỹ - v b\\ < \\ỹ -  v|| +  ||v -  Vb\\ < 2~1ap+ \\y' - v \ \

< 2~lap 4- IIy' -  ỹ\\ +  ||ỹ -  v|| < 2_13ap < s.

Tiếp theo, lập luận tương tự như trong chứng minh Định lý 2.1 
ta  thu được bao hàm thức (2.6). □

Với giả thiết tương tự như trên, ta có thể dùng ngay Định 
lý 2.1 để thu được một đánh giá yếu hơn không đáng kể. Cụ 
thể, lấy a € (0,c) và đặt e = m in (ỉ(^ ĩ  -  ¿ P ĩ ) ,^ ĩ ,ẳ ) -  Khi 
đó, với mọi p E (0,e) bao hàm thức (2.6) nghiệm đúng. Thật 
vậy, sử dụng tính chất nửa liên tục bên trong của F(x,-) tại 
(p,ỹ), ta  tìm được Ư3 e V(ỹ) như trên sao cho với mọi p e [/3, 
F(x,p)  n  B (ỹ , 2ệ) Ỷ  0- Ta lại chọn u  := ư\ n  Ư2 n  U3 và cố 
định p e ư. Khi đó, tồn tại y' € Fp(x) sao cho IIy' — ỹ|| < 2ệ.
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Suy ra B(y, c  B(ý,ap).  Đặt s' := ¡s. Ta có B(y', s') c  
B ( ỹ . f +  f )  c  v à >̂ € (0, 111111(1 ( ^ - ^ 1), Bay
giờ, áp dụng Định lý 2.1 cho Fp, s' và (x, y') thay cho F,s  và 
(x,ỹ), ta  được B(y',ap) c  Fp(B(x,p)). Vì B ( ỹ , f )  c  B(y',ap), 
nên từ bao hàm thức cuối ta suy ra (2.6).

Một sự kiện thú vị khác là ta  có thể sử dụng Định lý 2.3 để 
chứng minh Định lý 2.1.

Thật vậy, giả sử rằng các giả thiết của Định lý 2.1 thỏa mãn. 
Lấy p  =  Y  và xây dựng ánh xạ đa trị

F : X x Y ^ Y ,  F ( x , y ) : = F ( x ) - y .

Kí hiệu Fy(•) := F(-,y). Chú ý rằng GrFy =  GrF  +  (0, — y) 
với mọi y € Y.  Vì (x, ỹ) € GrF nên ta có (x, ỹ, 0) € GrF. Do 
tính đóng của Gr.F, giả thiết (i) của Định lý 2.3 thỏa mãn với 
Ui := Y.  Cũng như vậy, F(x, •) := F{x) — (•) là nửa liên tục bên 
trong tại (ỹ, 0).

Để kiểm tra điều kiện (iii) trong Định lý 2.3, ta  lấy r > 0, c >
0, s > 0 sao cho với mọi (x,u) e GrF  n [B (x ,r ) X B(ỹ, s)] và 
mọi y* e  Y*, X* € D*F(x,u)(y*) thì quan hệ c\\y*\\ < ||x*|| 
là đúng. Đặt Ư2 := B(ỹ, |)  và lấy y € ư2. Khi đó, với mọi 
(x, z) e  GrFy n  [B(x, r ) X B(ỹ, s)], ta  có

(x,z+y)  € GiFr}[B(x,r)xB(ỹ,  ^ ) ]  c  GiFn[B(x ,r )xB(ỹ ,  s)].

Thêm vào đó, với mọi y* € Y* và X* € D*Fy(x, 2)(y*), ta  có 

{x \  -y*)  € N{GĩFy, (x, z)) =  N ( GrF, (z +  y)).
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Do đó bất đẳng thức c\\y*\\ < ||z*|| nghiệm đúng. Vậy ta có thể 
áp dụng Định lý 2.3 cho F, (x, ỹ , 0) và s' := Ỵ- để chứng minh 
r ằ n g  v ớ i m ọ i a  e  (0 , c )  v à  m ọ i p  €  (0 , m m í K ^ ệ ĩ  -  ¿ ĩ ) ,  ¿ ĩ ,  §£))>  

tồn tại u G v[ỹ) sao cho với mọi y e u  ta  có

B(0, f ) c  F„(B(Ĩ, p)) = F(B(x, p)) -  y.

Điều này tương đương với việc nói rằng mọi a € (0, c) và mọi 
p G (0, m in C ^  -  ¿Pĩ), ¿ ĩ ,  Ir)), tồn tại u  e V{ỹ) sao cho

Ị j B ( 5 ^ ) C Í ( B ( i , p ) ) .
yeu

Hơn nữa, như trong chứng minh của Định lý 2.3, ta thấy rằng 
có thể lấy u  =  Ui n  Ư2 n Ơ3, trong đó Uz € V(ỹ) được chọn sao

F(x, y ) n  B(0, y ) ^  0 với mọi y e u 3. (2.7)

Lấy Us := z?(ỹ, và để ý rằng ỹ € n  F(z) với mọi
y € £/3. Do đó điều kiện (2.7) được thỏa mãn. Ngoài ra, vì 

f nên u = B (ỹ , và ta có

B(ỹ,ap) = u  c  F(B(x,p)).
y€U
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Chương 3

Các định lý hàm ẩn

Sử dụng Định lý 2.3 về tính mở ở cho ánh xạ đa trị có tham số, 
trong chương này ta sẽ đưa ra các kết quả liên quan đến hàm 
ẩn đa trị.

3.1 Tính nửa liên tuc dưới của hàm ẩn đa tri• •

Cho ánh xạ đa trị F  : X  X p  =4 Y. Ta định nghĩa hàm ẩn đa 
t r ị  H : p  X Y  =4 X  t h e o  c ô n g  th ứ c  sau :

H(p, y) = ịx  e X  \ y e  F(x,p)}. (3.1)

Kí hiệu Hp(.) := H(p , .), ta  có Hp = F~l với mọi p £ p .  Theo 
lý thuyết cổ điển, ta có thể định nghĩa hàm ẩn G : p  =3 X  như 
là ánh xạ hạn chế H(., 0) : p  =Ị X  của ánh xạ H. Như vậy, bên 
cạnh H, ta  xét hàm ẩn đa trị G được xác định bởi công thức

G(p) = { x e X \ 0 e F ( x , p ) } .

Định lý hàm ẩn đa trị sau đây chỉ ra rằng một số tính chất
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của ánh xạ đa trị F  có thể chuyển sang cho H  và G.

Đ ịnh lý 3.1. Cho X , Y  là các không gian Apslund, p  là không 
g i a n  tôpô, v à  F : X  X p  =3 Y  là  á n h  x ạ  đ a  t r ị  s a o  cho  ỹ € 
F(x,p). Giả sử tất cả các giả thiết của Định lý 2.3 thỏa mẫn. 
Khi đó, tồn tại u  G V(p),ố > 0 và p > 0 sao cho với mọi 
p e ư  và y € B(ỹ, ỏ), ánh xạ đa trị (p, y ) H(p, y) n B(x, p) 
nhận giá trị khác rỗng. Nói riêng, nếu ỹ := 0 thì ánh xạ đa trị 
p I—> G(p) n  B(x, p) nhận giá trị khác rỗng với mọi p € u.

Nếu giả thiết sau đây thỏa mẫn

(iv) Tồn tại Us eV(p) và a > 0 sao cho F(x,.) là nửa liên tục 
duới ở trên Us với mọi X £ B(x,a),

thì tồn tại Uq G V(p), ¿0 > 0 và Po > 0 sao cho hàm ẩn [p, y ) ^  
H(p , y)C\B(x, Po) nửa liên tục dưới trên ƯQ X B(ỹ,  ổ0)- Nói riêng, 
nếu ỹ =  0 thì hảm ẩn p t—► G(p) n B(x, Po) là nửa liên tục dưới 
trên Uq.

Chứng m inh. Lấy a e (0, c) và p € (0,min(£:,r)). Theo Định 
lý 2.3, ta  chọn được u  e v(p) sao cho

B(ỹ, 2~lap) c  Fp(B(x, p)) (Vp e U). (3.2)

Đặt ỏ := 2~lap. Do (3.2), với mỗi (p,y) e Ư X B(ỹ,ô) tồn 
tại X € B(x,p)  sao cho y € Fp(x). Từ công thức (3.1) suy ra 
X e H(p, y). Do đó X € H(p , y) n B(x, p). Như vậy, ta đã chứng 
tỏ ánh xạ đa trị (jp,y) ^  H{p,y) n  B(x,p)  nhận giá trị khác 
rỗng với mọi (p, y) € u  X B(ỹ, ỏ).

Để chứng minh kết luận thứ hai của định lý, ta lấy a 6 (0, c) 
và p € (0,m in(£,r,a)). Áp dụng Định lý 2.3, ta  chọn được 
ưz € V(p) sao cho (3 .2) nghiệm đúng, tức là B(ỹ,2~lap) c  
Fp(B(x, p)) với mọi p € Ư3 .
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Lấy Uo := u  n  Ư3 ,ỏo := 2~lap và Po := p• Với mỗi (p,y) e 
u0 X B(ỹ, ốo), do (3.2) tồn tại X e H(p, y ) n B(x, Po). Để chứng 
m in h  rằng ánh xạ đa trị (p,y) =5 H{p,y) n B(x,p0) là nửa 
liên tục dưới ở trên Uq X 5(ỹ , ổ0), ta phải chứng minh với mọi
6 > 0 nhỏ tùy ý, tồn tại U' € V(p) và ố' > 0 sao cho với mọi 
(*/, 2/') e t/ ' X B(y, ỏ') thì

y') n B(x, Po) n B(x, e) Ỷ  0-

Thật vậy, ta  chọn p  € (0, ớ) sao cho B(x, (3) c  £(x , ớ) c  B (í, p) 
và 7 > 0 đủ bé sao cho B(y, 7 ) c  5(ỹ, ổo)- Lập luận tương 
tự như ở phần đầu chứng minh của định lý, lấy (x , p , y ) thay 
cho (Ẽ,p,ỹ), ta  tìm được ư  € V(p),p' G (0,/?) và ố' > 0 sao 
cho H(p\y ')  n  B(x,p') Ỷ  0 với mọi (p', y') € U' X B(y,ỗr). Vì 

(?', y') n p') c ¿ (7/, ỉ/') n £(x, /?) c tf(p\ y') n ¿(Ẽ, Po) n 
0) = H[(p', y') n B(x, Po)] n  B(x, 6). Do đó ta  có # (] /, y') n 

B{x,pữ) n  B(x,9) Ỷ  0 với mọi {p',y') e ư  X B(y,S'). Chứng 
minh kết thúc. □

Nhận xét 3.1. Định lý 3.1 mở rộng Định lý 3.1 trong [13]. Để 
ý rằng, cách tiếp cận mới của chúng ta đã cho phép loại bỏ hòan 
toàn giả thiết (A2 ) của [13]. Trong khi đó, giả thiết (A3) của [13] 
có thể làm yếu đi.

3.2 Tính mêtric chính quy của hàm ẩn đa trị

Định lý sau chỉ ra điều kiện đủ cho cho tính mêtric chính quy 
của hàm ẩn đa trị.

Đ ịnh lý 3.2. Cho X, Y  là các không gian Apslund và F  : X  X 
p  =t 7  là ánh xạ đa trị sao cho ỹ G F(x,p). Giả sử rằng
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(i) Tồn tại ư\ e v(p) sao cho với mọi p € Ui, GrFp là đóng;

(ii) F nửa liên tục bên trong tại (x,p);

(iii) Tồn tại r, s, c > 0 và Ư2 € V(p) sao cho với mọi p € Ư2 ,
mọi (x,y) € GrFpn [B(x, r) x B ( ỹ , s )] và mọiy* e Y*,x* e 
D*Fp(x, c\\y*\\ < \\x*\\.

Khi đó, những khẳng định sau là đúng:

(a) Với mọi a e (0, c), tồn tại u  G V{p),ô > 0 và T >  0 sao 
cho với mọi p G u ,y  € B(ỹ, ỏ) và X € B(x, r), ta có

d(x, H(p, y)) < - d(y, F{x,p)). (3.3)
CL

Suy ra, nếu ỹ =  0 thì với mọi p e  ư  và X € B(x, r) ta có

d{x, G{p)) < -d(0, F(x,p)). (3.4)
a

(b) Ký hiệu Hy{ . )  := Nếu p  là không gian mêtric, thì
v ớ i  m ỗ i  a  €  (0 , c ) t ồ n  t ạ i  7o >  0 , ¿0 >  0 , To >  0  v à  l : =  1 +  -  

sao cho với mọi p e B(p,'Ỵo),y e B(ỹ,ỏo) và X € B(x,T0), 
ta có

d{{jp, x), GrHy) < ld((x,p, y), GrF); (3.5)

vì thế, nếu ỹ =  ũ thì với mọi p e  B(p, 7o) và X € B(x, T0), 
ta có

d((p,x),GiG) < ld((x,pìO)ì GiF). (3.6)

Chứng minh.
(a) Lấy a e  (0,c) và p € (0,m in (ỉ(^ ĩ -  2(ảĩ)> ấ)))- Sử
dụng tính chất nửa liên tục bên trong của F  tại (x,p), ta  tìm
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được Vĩ) € v(p) và V > 0 sao cho 

F(x,p)  n B(ỹ, y ) Ỷ  0 với mọi (x,p) € B(x, u) X u0. (3.7)

Đặt u  :=  Uo n Ui n Ư2,T := min(ỉ/, ị),ô  := Lấy (x,p,y) G 
t )  x ư  X B (ỹ , ố)). Nếu y G F(xỉp) thì (3.3) là tầm thường. 

Giả sử 2/ ^ F(x,p). Khi đó, với mọi £ > 0 ta  tìm được y£ e 
F (x ,p ) sao cho

||ye - y | |  < d(ỉ/,F(x,p)) +  e. (3.8)

Thật vậy, đặt a  =  d(y,F(x,p)). Ta có a € R+ và llỉ/ — y'|| > a 
với mọi y' € F(x,p).

Đặt Q =  (Hỉ/ — y'\\,y' € -F(2:,p)}. Theo định nghĩa iníimum, 
với mọi £ > 0, tồn tại một phần tử thuộc Q sao cho IIy — y'II € 
[ữ, a +  È). Nếu phần tử đó là IIy — y£II, thì ye € F(x,p). Điều 
này được giải thích như sau.

Vì a +  £ không là cận dưới của Q nên tồn tại \\y — ye\\ € ũ  
sao cho a < llỉ/ — 2/e|| < OL +  £. Do đó (3.8) đúng.

Do (3.7) và do cách chọn y , ta có d(y,F(x,p)) < ap. Ta có 
thể lấy £ > 0 đủ nhỏ để d(ĩ/, F(x,p )) + £ < ap. Từ (3.8) ta  có 
y € B{y£ìd{yìF{x,p)) +  e) c  B{yE,ap). Hơn nữa, B(x, 2"V) c  
B ( x , r ) và

B{yE,2~ls) c  B(y, 2~1s+ap) c  B(ỹ, 2~ls+ap+2~1ap) c  B{ỹ,s).

Vì vậy ta  có thể áp dụng Định lý 2.1 cho {x,y£) e  GrFpì với 
r0 =  2"V, So =  2"1S và Po =  \ { d ( y , F(x,p)) +  e) <  p, để suy ra 
rằng B(yEì apo) c  Fp(B(x, Po)). Ta có thể tìm được X € B(x, Po)
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sao cho y € Fp(x), hay X e H(j), y ). Suy ra

d(x, H(p, y)) < \\x -  x\\ < ~(d(y , F(x,p))  +  e)
CL

Cho E —► 0 t£L được (3.3) với k :=

(b) Chứng minh tương tự (a), nhưng có một số điểm khác biệt 
q u a n  tr ọ n g .

Như trên, ta lấy a e  (0, c ) v à p €  (0, m in^ệĩ -  4̂ ) ) .
Ta lại sử dụng tính chất nửa liên tục bên trong của F  tại (x,p) 
và tìm được lân cận Uo của p  sao cho (3.7) đúng với mọi (x,p ) € 
B(x,  v) X Uq.

Nếu p  là không gian mêtric, ta  có thể tìm được 7 > 0 
sao cho B(p, 7 ) c  Uo n  U\ n Ư2 - Lấy ổo := m in(^,|),To := 
min(ị,i/, | ) ,7o :=  ị  và chọn (x,p,y) e  B (x , t0) X Bịp,To) X 
B{ỹ , ¿0). Khi đó ta  có

d{{x,p,y),GĩF) < \ \x-x\ \+d(pìp) + \\y-ỹ\\ < 6 + 3  + 0  =  Y

d((x,p,y) ,GiF) < d(y ,F(x ,p )) < ap.

Không mất tính tổng quát, giả sử rằng y ị  F(x,p). Với mọi 
£ > 0 đủ nhỏ mà

d((x,p, y), GrF) + £ < min ịap , >

ta  có thể tìm được (xE,p£,yE) € GiF thỏa mãn 

max(||ỉ/e -y ||,d (p £,p)) < \\y£ -  2/11 +  \\xe -  x\\ +  d(pe,p)) (3.9)
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< d((x,p, y), GtF) +  E.

Suy ra

Pe € B {p,̂ ế) c 
y € B(y£ìd((x,p,y),GiF)  +  e) c  B(ye,ap), (3.10)

và

B{xE, ị~ lr) c  B(x,4-1r +  ap) c  B(x,2~1r) c  5 ( í , r ) ,

£(ye, 2_1s) c  B(ỹ,s).

Từ đó ta có thể áp dụng Định lý 2.1 cho (x E,y£) £ GrFp với 
r' '■= 4_1r, s' := 2-1s và p' := ị(d(x,p,y)GiF) + £ < p và 
thu được B(ye,ap') c  FpE(B(xe, p')). Từ (3.10) ta có sự tồn tại 
X £ B (xe, //) sao cho y € FPe(x), hay (x,p£) € G r# y.

Do đó, từ (3.9) ta suy ra

d({p,x), GiHy) < \ \x -x \ \  + d(p£,p)
< \ ị x - x e\\ + \\xe - x \ \  + d(p£ìp)

< y),GrF) + e) + d((x,p, y), GrF) +  £. a

Cho £ —► 0, ta  được (3.5) vói l = ị  + l. □

N hận  xé t 3.2. Định lý 3.1 mở rộng Định lý 3.2 trong [13]. Một 
vài giả thiết đã được làm yếu.
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3.3 Đối đạo hàm của hàm ẩn đa trị

Kết quả tiếp theo trình bày một công thức đối đạo hàm của G.
Ta có thể xem công thức này là sự mở rộng (trong ngôn ngữ của 
không gian đối ngẫu và toán tử liên hợp) công thức tính đạo 
hàm của hàm ẩn trong định lý hàm ẩn cổ điển. Công thức này 
đã được đưa ra trong [12, Proposition 3.8].

Đ ịnh lý 3.3. Giả sử tất cả các giả thiết của Định lý 3.2 thỏa 
mẫn với ỹ = 0 và p  là không gian Apsỉund. Khi đó, tồn tại
7 > 0 và T > 0  sao cho với mọi (x,£>) € B(p, 7 ) X B(x ,p ) mà 
X € G(p) và mọi X* £ X * , bao hàm thức sau cho đối đạo hàm 
Frechet là đúng :

S*G(p,*)(x*) D u  {p* e p*|(-x*,í>*) e D 'F (x ,p ,0)(y*)}
y '€ Y ‘

(3.11)
Hơn nữa, nếu GrF đóng thì với mọi £ > 0 và mọi X* e x*,p* € 
D*G(p,x)(x*), tồn tại (x£,p£,y£) e GrF và (x*E,p*£,y*£) G X* X 
p* X Y* sao cho

\\xe - x \ \ < £ ,  I b e - p | | < £ ,  ll&ll < e,

(~x*£ìp*£) e D*F(x£ìpe,y£){y*E),

\\x*E-x*\\  <£,  \\p*e -p*\\ < e

Từ đó suy ra nếu F  là N-chính quy tại {x,p, 0), tức là D*F(x,p, 0) =  
DtfF(x,p,  0), thì ta có dấu bằng trong (3.11).

C hứng m inh. Lấy 7 > 0 và p > 0 sao cho, với mọi p e B{p, 7 ) 
và X G B ( x ,  r), bất đẳng thức(3.6) đúng.
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Chọn X  e G(p) n  B(x, p) và X* e x*,p* e p* sao cho tồn tại 
y* € Y* để ( - x*,p*) € D*F(x,p,0)(y*). Khi đó ta có

e N{GrF,(x,p,0)) =  §<W (z,P,0)-

Dùng mô tả biến phân trơn của dưới gradient Préchet (Mệnh đề
1.1), ta tìm được a > 0, p > 0,6 >  0 và hàm số khả vi Préchet 
s : B(x,  à) X B{p, /3) X £ (0, 6) —* R sao cho

Vs(x,p, 0) =

s(x, p, 0) =  ôGxF(x, p , 0) =  0, (3.12)

s(x,ỹ,p) < ỗGĩF(x,p,ỹ)

với mọi (x,p,ỹ)  e  B ( x , a ) X B(p,/3) X B (0, 9).
Xét hàm số s : B(p,P) X  B(x,a) —> R được cho bởi

s{p,x) := s(x,p, 0).

Từ (3.12) ta  có

Vs(p,x) = \7(p,x)s(x,p, 0) =  (p*,-x*),

s(p,x)  =  s{x,p, 0) =  0 = ổGrf(P,z),

? ( p , ĩ )  =  s ( ĩ , ỹ , 0 ) <  5G r F ( ĩ , P , 0 ) =  ỎGtG ( Ĩ * , x )

với mọi (p ,ĩ)  € B(p,/3) X B(x ,a) .  Suy ra

(p*, —ar*) € ổổGrc(p,z) =  ÌV(Grơ, (p ,i)) 

hay p* € D*G(p,x)(x*)] vậy (3.11) nghiệm đúng.
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Để chứng minh khẳng định thứ hai của định lý, ta lấy £ > 0 
và X* € x*,p* € D*G(p,x)(x*). Khi đó, tồn tại À > 0 sao 
cho E ỡ[Àd((.,.) ,GrG)](p,x). Do (3.6), ta  tìm được
t ', y  >  0 sao cho

Ad((ĩ,j5),Grơ) < Ảl(d(x,p,ỹ),GrF + ỊịỹỊỊ)
< ỗQrF(x,p,ỹ)  +  AZ||ỹ||

với mọi (x ,p , ỹ) € B (x , r') X B(p, V) X Y. Bây giờ, xét các hàm 
/, g với /, g : B(x, r') X B(p, 7') X Y  -> R xác định bởi

f{x,p ,y)  := ỗGĩF(x,p,ỹ) + Xlịịỹị

g{x,p,ỹ) := Xd((x,p), GtG).

Sử dụng các tính chất f(x ,p ,  0) =  g{x,p, 0) =  0 và /  < g, ta 
thu được

(-x*,p*,0) € dg{x,p, 0) c  df{x,p,  0).

Vì GrF đóng nên ta  có thể áp dụng Quy tắc tổng mờ (Định lý
1 .2 )  c h o  dưới v i  p h â n  F r é c h e t  c ủ a  /  v à  £  đ ã  c h ọ n  đ ể  c h ỉ r a  sự  

tồn tại (x£,pE, y£) € X  X p  X Y  sao cho

Iịi êiVeiVe) ~ (̂ ôPíO)!!  ̂ 2̂ ỵQ

WỏGTF{x£,p£ìye) -  <w (z,p,0)ll < £

df(x ,p ,  0) c  dỏGTF{xe,PEiyE)+{Q}x W x ^ D y + e ( D x ‘ 'xDp'XDY')-
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Từ (3.13) ta có (xE,pE,yE) € GrF  và tồn tại (-£*,£*, y*) e  
N(GtF, (x£,pe,ye)) và e D y  sao cho

(-* •  + x*£,p* -  Pl -y*£ -  \lz*) e e(Dx * X Dp- X Dy)-  

Từ đó suy ra điều phải chứng minh.

3.4 Tính giả Lipschitz của hàm ẩn đa trị

Định lý sau đây cho thấy tính chất Lipschitz của F  được chuyển 
sang cểic hàm ẩn H vk G như thế nào.

Đ ịnh lý 3.4. Giả sử tất cả các giả thiết của Dịnh lý 3.2 thỏa 
mẫn. Hơn nữa, giả sử F  giả Lipschitz ứng với p đều theo X quanh 
{x ,p , ỹ) ,  nghĩa là tồn tại ố3 ,T3 ,L  >  0 và Uz £  V(p) sao cho với 
mọi P\,P2 £ ưz ta có

F(x,P2 ) n B(ỹ, ỏz) c  F{x,pi) + Ld(pi,p2 )DY. (3.14)

Khi đó, với mọi a 6 (0, c) tồn t ạ i ô , f >  0 và ũ  e v(p) sao cho 
với mọi y G B(ỹ, ỗ) và mọi P\,P2 € u ,

H(p2 ,y) n  B (x , f )  c  H(pi,y)  +  —d(pi,p2)D x ,a

nghĩa là H  giả Lipschitz ứng với p đều theo y e B(ỹ,ỗ) với 
môđun Nói riêng, nếu ỹ = 0 thì hàm ẩn G là giả Lipschitz 
v ớ i  c ù n g  m ô đ u n .

C hứng m inh, cố định a e (0,c), lấy ỏ := min(ố,ố3) , f  := 
min(r, r3), ũ  =  u n ưz, với ổ, r  và u  đã đưa ra ở Định lý 3.2 (a). 
Ta chọn y € B(ỹ,ỗ),pi,p2 e  ữ và X € B ( x ,f )  n H(p2,y). Khi
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đó, do (3.14) ta  có

y € F(x,p2) n B(ỹ, S) c  F(x ìpì) + L(1(p i ,P2)Dy - 

Mặt khéic, từ (3.3) ta có

d(x,H(pi,y)) < -d(y,F(x,ì>i)).
Qt

Vì vậy,

d(x,i7(pi,ì/)) < -d (y ,F (x ,p i)) < -d (p i ,p 2 )- 
a a

Từ đó suy ra điều phải chứng minh. D

Nhân xét 3.3. Kết quả t r ê n  mở rộng kết quả tương ứng trong

[13].'
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Kết luân

Dựa trên bài báo của M. Durea và R. Strugariu, luận văn trình 
bày một số kết quả về tính mở của ánh xạ đa trị và các định lý 
ham ân thu được từ các kết quả đó.

Nội dung của luận văn bao gồm:

1. Các khái niệm cơ bản trong giải tích đa trị và một số kết
quả kinh điển;

2. Các kết quả về tính mở của ánh xạ đa trị không chứa tham
số và ánh xạ đa trị chứa tham số;

3. Các định lý hàm ẩn.

Luận văn có một kết quả mới, đó là khẳng định ở Mục 2.2 
(Chương 2) nói rằng kết luận trong định lý ánh xạ mở của 
M. Durea và R. Strugariu [10, Theorem 3.1] không còn đúng, 
nếu loại bỏ giả thiết về tính đóng của ánh xạ đa trị được xét.

Khả năng sử dụng cách tiếp cận của [10] để phát triển thêm 
một bước các kết quả của N. D. Yen và J.-C. Yao [23] (sử dụng 
đối đạo hàm Mordukhovich tại một điểm trên đồ thị của ánh xạ 
đa trị được xét) vẫn còn là một vấn đề mở.
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