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Loi mdé dau

Ti€p sau s phat trién dat dén mirc do hoan thién cla Giai
tich 16i [21], Giai tich khong tron [7], Gii tich da tri [3, 4], m6t
ly thuyét méi dudi tén goi la Gidi tich bién phan da ra doi va
ngay cang duoc chi y. Cac két quad co ban cla Giai tich bién
phan trong cac khong gian hitu han chiéu clia da dwgc trinh bay
trong cudn chuyén khao cla R. T. Rockafellar va R. J.-B. Wets
[22]. BO sach hai tdp [17] cua B. S. Mordukhovich trinh bay
nhiéu két qua sau sac vé Giai tich bién phan va phép tinh vi
phan suy réng trong khéng gian vé han chiéu, cung voéi nhiing
trng dung phong phu trong Quy hoach toan hoc, Ly thuyét cac
bai toan can bang, Piéu khién t6i wu cac hé dong lvc dugc md
td bdi phuwong trinh tién hda, Diéu khién t6i wu cac hé dong
lvc duoc md ta bdi phwong trinh dao ham riéng, T6i wu vécto,
va Can bang kinh té. Céac k¥ thuat co ban cla Giai tich bién
phan va mGi lién hé cla no6 voi cac ki thuat cua Giai tich ham
duwoc trinh bay trong cudn chuyén khdo cua J. M. Borwein va
Q. J. Zhu [6].

Tinh m& la mot tinh chat quan trong khi nghién ctu anh
xa da tri cling nhv anh xa don tri. Tinh chat nay rat hitru ich
trong nhiéu Iinh vuc cla ly thuyét téi wu, vi du nhuv trong viéc
nghién ctu sv ton tai nghiém cla bai toan bi nhiéu, hay trong
viéc chirng minh cac diéu kién tdi wu cho cac bai toan quy hoach
toan hoc.

Luan van nay trinh bay mot s két qua vé tinh mé& cla anh
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xa da tri va cac dinh ly ham an dwa trén bai bao [10] cta hai
nha todn hoc Rumani la M. Durea va R. Strugariu (dd duwoc
dang trén Pacific Journal of Optimization, Vol. 6, No. 3, 2010,
pp. 533-549). Nhitng két qua cla hai tdc gia nay da phat trién
va lam sau siac thém cac dinh ly ham &n trong bai bao cla
G. M. Lee, N. N. Tam va N. D. Yen [13].

Kha nang str dung cach tiép can cuta [10] dé phat trién thém
mot budc cac két qua cia N. D. Yen va J.-C. Yao [23] (st dung
doi dao ham Mordukhovich tai mot diém trén do thi cGa anh xa
da tri duoc xét) van con 1a mot van dé mo.

Lwu ¥ rang cac két qua twong tv nhw cac két qua cia [10] da
duwgc M. Durea trinh bay trong [9].

Chuwong 1 trinh bay céac khai niém thong dung trong Gidi tich
da tri va Gidi tich bién phan, cung véi mot s6 két qua kinh dién:
Nguyén ly bién phan Ekeland, Quy tac t6ng mo.

Chuong 2 chirng minh mot s6 két qua vé tinh mé& cua anh
xa da tri, xét riéng cac trwong hop anh xa khong cé tham sb va
anh xa c6 tham s6. & day, theo cach ti€p can cia M. Durea va
R. Strugariu [10], ching ta khai thac mot diéu kién chinh quy
cla ho d6i dao ham Préchet: Ton tai cac hang s6 ¢ > 0, r > 0,
s > 0 sao cho voi moi (x,y) € GiF n [B(x, r) XB(Y, s)] va voi
moi y* € Y*, X* € D*F{X,y)(y*),

AWA < )

trong d6 D*F(x,y)(-) : Y* =r X* ky hiéu d6i dao ham Préchet
cla anh xa da tri F : X =4'Y gilta hai khéng gian Asplund X
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vaY tai diém (X,y) thudc tap do thi
GiF-.= {{u,v)eX xYive F(u)}, (2)

va B(x,r) ky hiéu hinh cau mé& c6 tam X va ban kinh r. Diéu
kién chinh quy vilra néu tuong tw voi cac diéu kién da duoc cac
‘ac gia khac dua ra trwde day [12, 13, 18]. s6 c trong (1) co lién
luan dén khai niém hang s6 Banach (chinh 1a do md) cla toan
tr tuyén tinh.

Chuwong 3 dé cap dén ham &n da tri. Chling ta sé thdy rang,
i6i nhirng gia thiét thich hgp, ham an da tri thira hwdng mot
tinh chat cla anh xa da tri chta tham s0 ban dau. Cu thé
1L, cac tinh chét duoc ban t¢i & day 1a tinh nia lién tuc dudi,
h chinh quy métric, tinh gid Lipschitz (con dwgc goi la tinh
t Aubin, hodc tinh giéng-Lipschitz). Cac tinh chat nay duoc
ng minh dua trén cac két qua trinh bay trong Chuong 2.
Ig s6 cac két qua & Chuong 3, con c6 mot danh gid dudi cho
iao ham cta ham an da tri (Binh ly 3.3).
lan van c6 mot k&t qua méi, d6 1a khdng dinh & Muc 2.2
ong 2) noi rang két luan trong dinh Iy 4nh xa m& cla
urea va R. Strugariu [10, Theorem 3.1] khéng con dung,
>ai bo gia thiét vé tinh déng cla anh xa da tri duoc Xét.

in van nay dwoc hoan thanh tai Vién Toan hoc, Vién Khoa
Cong nghé Viét Nam, dudi sy hwéng dan cla GS. TSKH.
1 Bong Yén.
gia chan thanh cam on thay Nguyén Dong Yén va céc
:ru sinh cla thay déa gitp d& tac gia rat nhiéu trong qua
n luan van.
;id cling xin dwgc bay té long biét on cac thay c6 va

3
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va Y tai diém (x, y) thudc tap do thi
GiF:={{u,v)eXxY\ve F(u)}, (2)

va B(x, r) ky hiéu hinh cau mé c6 tam x va ban kinh r. Diéu
kién chinh quy vlra néu twong tu voi cac diéu kién dad duoc cac
tac gid khac dua ra truvdc day [12, 13, 18]. s6 c trong (1) cd lién
quan dén khai niém hang s6 Banach (chinh l1a do mé) cla toan
tlr tuyén tinh.

Chuwong 3 dé cap dén ham &n da tri. Chlng ta sé thdy rang,
dwdi nhirng gia thiét thich hop, ham an da tri thira huéng mot
sO tinh chat cda anh xa da tri chta tham s6 ban dau. Cu thé
hon, cac tinh chat dwoc ban toi & day la tinh ntra lién tuc duoi,
tinh chinh quy métric, tinh gid Lipschitz (con dwoc goi la tinh
chat Aubin, hodc tinh gidng-Lipschitz). Cac tinh chat nay duwoc
chi*ng minh dva trén cac két qua trinh bay trong Chuong 2.
Trong s cac két qud & Chuong 3, con c6 mot danh gid dudi cho
ddi dao ham clia ham an da tri (Binh ly 3.3).

Luan van c6 mot két qud mai, do 1a khdng dinh & Muc 2.2
(Chuong 2) néi rang két luan trong dinh ly anh xa mo& cla
M. Durea va R. Strugariu [10, Theorem 3.1] khéng con dung,
néu loai bd gia thiét vé tinh dong cla anh xa da tri duoc xét.

Luén van nay dugc hoan thanh tai Vién Toan hoc, Vién Khoa
hoc va Cong nghé Viét Nam, du¢i sy huéng dan cla GS. TSKH.
Nguyén Doéng Yén.

Tac gid chan thanh cam on thay Nguyén Dong Yén va céc
nghién cru sinh cua thay da giup doé tac gia rat nhiéu trong quéa
trinh lam luan van.

Tac gid cling xin dwgc bay té long biét on cac thay co va
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can bd cobng nhan vién cda Vién Toan hoc da quan tam giup dé
trong su6t qua trinh hoc tap va nghién cru tai Vién.

Ha Noi, ngay 29 thang 8 iam 2011
Téac gia luén van

Duwong Thi Kim Huyén



Chuwong 1
Kién thirc chuan bi

Chuong nay trinh bay moét s6 khai niém co ban cla Giai tich da

tri va Giai tich bién phan, cung v&i mot so két qua kinh dién,

nhw Nguyén Iy bién phan Ekeland, Quy tic t6ng mo.

1.1 Anh xa da tri

Cho X vaY lacac khéng gian topd. Xét anh xa da tri
F:X=1Y

xac dinh trén X, nhan gia tri trong tap cac tap hop con cla
Y . DO thi (graph) cla F dwgc cho béi (2), con mién hitu hiéu
(effective domain) cua F duoc cho boi

DomF := {x £ X IF(x) Y 0}
Néu A ¢ X thi F(A) :=  F(x) la &nh cla tdp A qua anh xa

XC.A
F. Tap F(X) duoc ky hiéu béi ImF va dwgc goi la anh (image)
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clia F. Anh xa nguoc (inverse mapping) F 1 :Y =3 X cla F
duoc xac dinh badi cong thirc

F-'(y) :={x£EXiye F(X)} (WE€Y).

Céac khai niém sau day la kha théng dung trong Giai tich da
tri. Ta ky hiéu hé théng cac lan can clia X £ X bé&i V(x).

Pinh nghTa 1.1. Tandi F la nia lién tuc duéi (lower semicon-
tinuous, hay Isc) tai X G X néu véi moi tdp mé ma F(x)nD Y 0)
ton tai u € v(x) sao cho F{x') DD 7 0, v&i moi x' € u.

Trong cac phan sau, ta sé st dung mot gia thiét yéu hon vé
tinh lién tuc (xem [17, Definition 1.63]).

Pbinh nghfa 1.2. Ta néi F la nka lién tuc bén trong (inner
semicontinuous, hay isc) tai (x,y) GX XY néu véi moi tap md
DcY mayED, tontai u € v(x) sao cho Fn D " 0 v&i moi
X' € U.

Dé thdy rang khai niém néi trong Binh nghia 1.2 yéu hon
khai niém néi trong Binh nghia 1.1. Trén thyc t€, F la n&ra lién
tuc duwdi tai X khi va chi khi né 1a nira lién tuc bén trong tai moi
diém (x,y) véi moi y £ F(x).

Vidu 1.1. Cho anh xa da tri F :R =£ R x&c dinh bdi F(0) =
[1,1] va F{x) = {0} v6i moi X Y O- F nita lién tuc bén trong
tai (0,0), nhung khong ntra lién tuc dudi tai 0. Cu thé, F khong
ntra lién tuc bén trong tai moi diém (0, y), véiy G F(0) \{0}, tiic
lay e [4,0) u (0,1]. That vay, xéttap m& D ¢ R v6iy e D,
nhung 0 € D. Khi do6, véi moi u e V(0), taco F{x') nD =0
voi moi x' € u \ {0}.
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Bay gio, ta gid st X va Y la cac khong gian dinh chudn. Ky
hiéu B(x, r) va D(x, r) lan luot la cac hinh cau mé va hinh cau
déng tdm X banh kinh r. B6i khi, ta ky hiéu Bx, Dx, Sx la cac
hinh cau m¢, hinh cau déng, va mat cau don vi trong X.

Khoang cach tir X e X dén A ¢ X duoc dinh nghTa nhw sau:

d(x,A) = inf{||j; —a|| 1a € A}.

Thong thuwong, ta quy wéc d(x, 0) = +00. Ta xét chuan téng khi
lam viéc voi khong gian tich X xY, tkc la ta dat

HOocy)|| = IM + M (V(z,y) e x XY).

Binh nghfa 1.3. Ta n6i &nh xa da tri F la m& (open) tai
(i, ¥) € GrF néu anh cla mot lan can bat ky cia X qua F la
mét lan can cua ¥.

Ta dé y rang F la nira lién tuc bén trong tai (x,§) € GrF
khi va chi khi F~I la mé tai (¥, X).

Tinh mé& voi ty 1€ tuyén tinh nhu trong dinh nghTa sau day
la manh hon tinh mé& ndéi trong Binh nghta 1.3.

Pinh nghia 1.4. Tanéi F : X = Y la m& voi ty 1é tuyén
tinh (open with linear rate) quanh (i, §) € GrF néu tbn tai hai
lan can u 6 V(x), V e v(¥) va mot s6 £ > 0 sao cho v&i moi
(x,y) € GrF n (U XV) va véi moi p € (0,€) ta co

B(y,pc) ¢ F(B(x,p)).

Tinh mé& voi ty lé tuyén tinh twong duong (xem J.-P. Penot
[19], J. M. Borwein va D. M. Zhuang [5]) véi tinh chat metric
chinh quy cta F quanh (X,¥) dwoc phat biéu nhu sau.

7
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Pinh nghia 1.5. Anh xa datri F : X =3 Y duoc goi |a metric
chinh quy (metrically regular) quanh (x,§) € GrF néu ton tai
a>0va hai lan can U € V(x), V € v(¥) sao cho véi moi u € U
va voi moi VE V ta cd

d(u, < ad(v,F(u)).

Tinh chat metric chinh quy trong Binh nghia 1.5 la mot
treong hop dac biét cda tinh metric chinh quy cGia ham an da
tri ma ta sé ban téi & Chwong 3. Luwu y rang tinh metric chinh
quy cta ham an da tri la khai niém do s. M. Robinson [20] dua
ra nam 1976.

Mot tinh chat khac co lién quan mat thiét voi tinh mé voi ty
I€ tuyén tinh va tinh metric chinh quy la tinh chat gia Lipschitz
nhw trong dinh nghta sau day.

Pinh nghfa 1.6. Tandi F : X =4Y la gid Lipschitz (pseudo-
Lipschitz) quanh (x,§) G GrF véi mdédun i > 0 néu ton tai hai
lan can u Gv(x) vay Gv(y) sao cho

F(x) nV c F(u) + t\\x - u\Dy (WxeU,Vueu).

Tinh chat quan trong nay do J.-P. Aubin [2] dwvara nam 1984.
Dé ghi cong J.-P. Aubin trong viéc phat trién Gidi tich da tri
va cac ing dung, A. L. Dontchev va R. T. Rockafellar [8] d& dé
nghi goi tinh gia Lipschitz cta anh xa da tri la tinh chat Aubin
(the Aubin property). Mot s6 tac gia khac dé nghi st dung thuat
nglr tinh gidng-Lipschitz (the Lipschitz-like property) cho khai
niém nay (xem B. s. Mordukhovich [17]).



Luan van thac sT toan hoc Dwong Thi Kim Huyén

1.2 Nguyén ly bién phan Ekeland

Nguyén ly bién phan do I. Ekeland [11] d& xudt nam 1974 la
mot cong cu manh trong Gidi tich phi tuyén, Giai tich khong
tron, Giai tich da tri, Gidi tich bién phan, va trong cac huéng
khac nhau cua toan hoc (rng dung.

Dinh ly 1.1. Cho (x,d) la khéng gian métric day du va / :
X —R u {+00} Ia m6t ham chinh thuwong (ttc la mién xac dinh

dom/ = {x € X If(x) € K}

ctia f la khdc rong), nra lién tuc dwdi va bi chan dudi & trén X.
Khi do, v&i moi X £ dom/ va véi moi £ > 0, ton tai xe € X sao
cho

f(Xe) < f(x) - £d(x,x£)

va voi moi X £ X \ {x£},

f(xE) < f(x) +£d(x,xe).

Chirng minh cla dinh ly nay c6 thé xem trong [L, 3, 11, 17].

1.3 NoOn phap tuyén, duéi vi phan, déi dao
ham

Chdng ta trinh bay lai nhirng nét chinh ctia phép xay dung nén
phap tuyén, dudi vi phan, doi dao ham - nhirng khai niém chinh
cla Giai tich bién phan theo céch tiép can bang khong gian d6i
ngau cla B. s Mordukhovich va céc cong su.
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Trwéc hét, ta nhic lai rang X* ky hiéu d6i ngau tépd cla
khong gian dinh chuan X. Gia tri cGa phiém ham X* € X* tai
X e X duwoc ky hiéu béi (x*, x). Cac ky hiéu w va w* dugc dung
dé chi topd yéu va tdpd yéu* cla cap déi ngau (X ,X*).

Cho tap hop khac rong s va mot ham / : X —»E, & d6
R = [00, + 00], ta dung céc ky hiéu sau:

XE*X'né)LS X —%Xva X € (')T

X X néu X —X va f(x) —/(x).

Pinh nghia 1.7. Cho X la mot khong gian dinh chuan, s la
mot tap con khac réng cla X, va X e s.

(@) Voi moi X Gs va voi moi £ > 0, tAp céac vécto E-phap tuyén
cla s tai Xla

Ne(S,x) =1 Xer Ilimsup *’u <f (1.1)
| e -A\

Néu £ = 0 thi cac phan tir & vé phai cua (1.1) dwoc goi la cac
vécto phap tuyén Préchet. Tap cac vécto phap tuyén do duoc ky
hiéu béi N(S, x), va duoc goi la nén phap tuyén Fréchet clia s
tal x.

(b) Non phap tuyén co s& (con dugc nodn phap tuyén qua gidi
han, hay nén phap tuyén Mordukhovich) cta S tai x la tap hop

N(S,x) :={ X*ex*\ 3ei 0,
xnA T, ¥~ x\ ¥ € Nen{S,xn) Vn € N},
(1.2)
#doN={1,2,...}.
Néu X la khéng gian Asplund (tirc la khéng gian Banach ma
moi ham 16i lién tuc xac dinh trén mot tap 16i m& déu kha vi

10
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trén mot tdp con tru mat clha tap md do), thi céng thirc tinh
nén phap tuyén co s& (1.2) c6 dang don gian hon. Cu thé I3,

N(S,x)={fa*€X* 1 3xn X

A X% xn€ N(S, xn) Vn € N}.
(1.3)

1.4 Quy tac téng mo

Cho / :X —%R hitu han tai X € X. Dudi vi phan Préchet clia f
tai x la tp hop

dm = {x*e e N(epift(®/(*)))}.

Du6i vi phan co s& (con dwoc goi 1a dudi vi phan qua gi6i han,
hodc duGi vi phan Mordukhovich) cta / tai X la

df(x) 1= {x* e X*\{x\ - 1) GiV(epi/, (i./(x)))>,

& do epi/ ki hiéu tap trén do thi (epigraph) cla /.
Ta ludn co df(x) ¢ df(x).
DPé y rang &/(x) la tap 16i, dong yéu*.
Néu X la khong gian hi*tu han chiéu, thi df(x) la tap dong,

c6 thé khong 16i (xem [17, p. 11] va [1]). Néu X la khong gian
v han chiéu, thi df(x) cé thé khong déng [17, Example 1.7]

Trong khéng gian Asplund, ta co

df{x) = limsup@&/(x).
XX

11
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NEu / 1al6i, thi cd hai du6i vi phan df(x) vadf(x) déu trung
v6i dwGi vi phan cta / tai X theo nghia Giai tich 16i [21].

Néu ki hiéu 6ii 1a ham chi clia mot tdp khac rong n ¢ X (ttc
la ¢n(™) = 0néu X € 6n = +00 néu X i fi), thi véi moi X €
ta c6 don(x) = N(Q,x) va don(x) = N(Q,x).

Cho ¢ X la mot tap khac rong vaT G O. Khi dé, ta c6

dd(., 12)(x) = N(Tt, x) n Dx*, N(Ct, x) = Xdd(., ri)(x).
A0

NEu o la tap dong thi

N{n,x) = P1 Add(.,i2)®).
A0

Moi phan t& X* G df(x) duoc goi 1a mot dudi gradient Frechet
cla / tai X Ta c6 md td bién phan tron (xem [17, Theorem
1.88(i)]) cho céc dudi gradient Préchet nhu sau.

Ménh dé 1.1. (M6 ta bién phan tron clta dudi gradient Frechet)
Cho f : X —R h{tu han tai X va cho X* e X*. Néu c6 mot lan
can u cua X va mdt ham s : u —»R kha vi Frechet tai X véi dao
ham Vs(i) = X* sao cho f dat cuc tiéu dia phuong tai X, thi
X* € df(x). Diéu nguoc lai clng dung, tkc la néu X* € df{x) thi
c6 mot 1an can u cla X va mot ham s : u —»R kha vi Frechet

tai X sao cho
s(x) = f{x), Vs(x) = x\ s{x) < f(x)

véi moi X € u.
Quy tac téng mo (a fuzzy sum rule) [17, Theorem 2.33] sau

12



Luan van thac sT toan hoc Duong Thi Kim Huyén

day cho duai vi phan Préchet 1a mét trong nhirng cong cu chinh
dé thu duoc cac két qua vé tinh mé cta anh xa da tri.

Pinh Iy 1.2. (Quy tic t6ng md) Cho X la khéng gian Apslund
va (pi, <€ «X -> Ru {00} sao cho (pi lién tuc Lipschitz quanh
X 6 dom</>i n dom<2 va u= nlra lién tuc dudi quanh X. Khi do,
voi moi 7 > 0 ta ¢

du=i + 1) (x) ¢ PI{ari(2i) + dip2(x2\xi GT + 7Dx,

KRI(K) - <Pl < 7, *= 1,2} + 7DX.

Duwéi vi phan co s¢ théa mén quy tac téng thd [17, Theorem
2.33] sau day.

Pinh Iy 1.3. (Quy tac tdng thd) Néu X la khong gian Apslund
va/ll,/2,ee in-1:X —R la Lipschitz quanh X va fn : X —R
la ntra lién tuc dwdi quanh X (téc la fn nira lién tuc dwdi tai moi

diém thudc mot lan can nao do cla X), thi

n n
d(%2fi(x)) ¢ ~2dfi(x).
= 1=1

binh nghta 1.8. Cho F : X =i Y la anh xa da tri va (x,y) G
GrF. Khi d6, doi dao ham Fréchet (the Fréchet coderivative) tai
(x, §) cua F la anh xa da tri D*F(x, §) : Y* =i X* xac dinh boi

O'F(. () ~ {1*€ X*|(x*,-y*) € JV(GIF, (i.§))}.

Twong tw, d6i dao ham chuén tac (the normal coderivative), con
goi la d6i dao ham Mordukhovich (the Mordukhovich coderiva-
tive), cia F tai (x,§) la anh xa da tri DNF(x,y) : Y* =3 X*

13
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xac dinh boi
D',,F(x,vW) m={** € X*|(x‘,-y’) 6 N(GTF, (x,9))}.

Khéai niém déi dao ham chudn tac, doc 1ap voi nén phap
tuyén dung trong dinh nghia clia nd, da dwoc dua ra bdi B. S.
Mordukhovich [14] vao nam 1980.

Néu xét cac anh xa da tri co6 do thi 16i, thi ta c6 mot dang
biéu dién dic biét cho ddi dao ham Fréchet va ddi dao ham
chuén tac.

Ménh dé 1.2. (xem [17, Proposition 1.37]) Cho F \ X =Y
la anh xa da tri c6 do thi 16i va (x,¥) £ GrF. Khi d6, véi moi
y* £Y*, ta cd cong thic tinh gia tri ciia déi dao ham nhuv sau:

DF(X9)(v)
= DnF(x.9)(y)

= IXTEXT(X\X) - <) = {X,ryr;gém\(x X) - (I

Trong truong hop nay, hai toan tlr ddi dao ham D*F(x,§)(-) va
DNF(x,¥)(-) cung dugc ky hiéu bdi D*F(x,§)(-).

14



Chuwong 2
Céac két quéa vé tinh mo

Trong chwong nay, ching ta sé chitng minh mot s6 két qua vé
tinh m& cla anh xa da tri. Céac truong hop anh xa khéng co
tham s6 va anh xa cé tham s sé& duwoc xét riéng ré.

2.1 Dinh ly &nh xa mo

Ta bét dau voi mot két qua vé tinh md cta anh xa da tri. Phan
két luan va ky thuat chdng minh trong két qud sau day la co
ban, theo nghta tir d6 ta c6 thé rat ra cac két qua vé tinh mé
cla anh xa da tri c6 tham s0 va cac dinh ly ham an. Ky thuat
nay cling nhu két qua sau day da co trong [19, Theorem 2.3],
nhwng & [10] cac tac gid M. Durea va R. Strugariu da thu duogc
mot danh gia chinh xac hon cho céc 1an can cla diém (x, §) noi
trong tinh chat mé.

binh ly 2.1. Cho X,Y la cac khdng gian Asplund, F : X
la anh xa da tri va (x,¥) E GrF. Gia s cac gia thiét sau thoa
man:

(i) GrF la déng

15
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(i) Tontaic>0,r > 0, s > 0 sao cho v&i moi (X,y) € GrFn
\B{x,r) x B(¥,s)] va moi y* e Y*, x» e D*F(x,y)(y*),
Aly¥\ < I1*11-

Khi dé, véi moi a € (0,c¢) va moi p G (0,e), trong dé

(1 /7 ¢ a \ r s\
2yc+ 1 O+1/ G+1 2al

E:= min
ta coO
B(¥,pa) ¢ F{B(x, p)).

Ching minh. Ldy a e (0,c), b e (sif,i(i1+T+ s+D))» va p €
(0,e). Ta co

b+ f><~TTT7 (21)
va
b~lap < b~|ar+ T <Tr. \(/2.2)

Chon i; E B(y,pa) va / : Gr.F —R xac dinh bgi /(x,2) =
W —211 Do GrF la déng, ta c6 thé ap dung Nguyén ly bién
phan Ekeland trong Dinh ly 1.1 cho ham / trén tap GrF dé thu
dwoc (Ubwi,) € GrF sao cho

f(ubW) < /(z,¥) - bd(ubvb), (X, ¥)) (2.3)

/(U0,"0) < /(z,y) + bd{ubvb), (x,y)) v(x,2) € GiF. (2.4)
Suy ra

th. - v|| < I§- vl - K\x - ub\+ 1Ij - vb\) (2.5)

16
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va

Ih - v|]| < \\y- W+ b{\\x - ubll + \\y - VdI)
voi moi (x,y) € GtF. Tw (2.2) va (2.5) ta co

\\x - ub\ < b~I\\§ - v|| < b~lap <,

W - Udl < \- V]| + [lv- Ml < 20§ - v]| < 2pa <s.

TW d6 suy ra rang (ub,vb) € GrEn[B(x,r) XB(¥, s)]. Néu*b = V
thi

B\X - uhll < (1- bW - uf| < (L- b)ap < bp.
Suy ra b G B(x,p) va V G F(B(x,p)). Ta khang dinh rang
\b = V la trvong hop duy nhét cd thé xay ra. That vay, gia st
vY vb xét ham h:X x Y —>R, Vi

h(x,y) = \\y-v\\ + b (\\x-ub\ + ||y -i;6]).

Do tinh chat (2.4), ta c6 (ub,Vb) la diém cuc ti€u cla h trén
GrF, hay (ul»Vb) la diém cuc ti€u toan cuc clia ham h + 6GF
Ap dung quy tdc Fermat md rong, ta co

(0,0) € d(h(-) + <W(-))(W&MW).
St dung sw kién h 1a Lipschitz va G&F 1a nira lién tuc dwoi, ta ap
dung Quy tic téng md (Pinh Iy 1.2) cho dudi vi phan Préchet.
Chon 7 € (0, p) HOcho

D{ub,7) ¢ B(x,r), VE D(vb7)c B(¥,s).

17
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Ta thu duoc cac vécto
(ui,vi) e D(ub,7) XD(vb,7) ¢ B(x,r) XB(Y, s)

va
(ui™)€ [r>(tii,,7)x(t)t,7)InGrl’” C [B(i,r)xB(y,s)]nGrF
thda man diéu kién

(0,0) € dh{ui, vi) + dOGIF{ui,vi)) + p{Dx* XDy.).
Vi /l1a téng cla ba ham 16i, Lipschitz trén 1 x 7 , nén &/i tring

vGi tong cla cac dudi vi phan theo nghia Giai tich 16i cla ba
ham 18i d6. Do VY vi € D(vb,7), ta cd

(0,0) £ {0} X Sy +b(Dx* X {0} + {0} XDy)

+N(GiF,(uiv?f)) + p(Dx.x D Y.).
Chon y{ £ 272BE A" ®>2 £ Ax* sao ch°
(-bxl - pxl -vT - byi-py$€ N(GtF, « «l))

va
-bx] - px\ 6 S*F(M,N)(vi + &2+ M)-

18
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St dung tinh chat (ui, vi) € GrF n [B(x, r) XB(y, s)], ta duoc

b+p> \\-bx\-pe2\ > c\W{ + byi + py$\

> c(l —b—p).

Didu d6 mau thudn véi bat dang thirc (1 —6—p)~1{b4-p) < c.
Chirng minh két thuc. O

C6 thé phéat biéu phan két luan cla Pinh ly 2.1 cho m6t lan
can cda (x, §), néu thay déi chut it cac hang s6 dugc xét. Nhan
xét thém rang, thay cho viéc doi hoi GrF 1a dong, ta chi can doi
hoi GrF la dong dia phuong tai (x,).

Pbinh ly 2.2. Cho X, Y la cac khéng gian Asplund, F : X * Y
la anh xa da tri, va (x,§) € GrF, sao cho GrF ddng dia phuong
tai (x,§). Khi d6, cac khdng dinh sau la twong duong:

() Tontair >0, s > 0 va c > 0 sao cho véi moi (x,y) €
GrFn [B(x,r) XB(Y, s)], va moi y* € D*F(x,y)(y*), ta co

cl|ZH] < Wi\,
(i) Ton taia >0, /3> 0, ¢ > 0 va E> 0 sao cho v6i moi
{x,y) e GiF n [B(x, a) XB(y,P)], voi moi a e [0,c), va
voi moi p G (0,¢€], ta co

B(y,pa) ¢ F(B(x,p)).

Nhan xét 2.1. Tlr chitng minh cla BDinh ly 2.1, ta c6 thé thdy
rang gia thiét cac khong gian X va Y la Asplund dugc ding
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chi dé ap dung Quy tac tdng md cho dudi vi phan Préchet. Vi
thé, céac két qua van ding néu ta xét céac loai du6i vi phan khac
cling thda man cac phép tinh tuwong tu trong 16p cac khéng gian
Banach twong (ng. Tat nhién, trong trvong hop duw6i vi phan
thoa mén cac quy tac tinh toan chinh xac, cac két qua la dung.

Nhan xét 2.2. Néu ta thém vao gid thiét GrF la 16i thi ta khdng
can X, Y la cac khong gian Asplund. Trong trudng hop nay, 6GiF
la ham 16i, thay vi quy tac téng mo cho dudi vi phan Préchet
trén khéng gian Asplund, va ta co thé st dung Quy tac téng cho
duGi vi phan cla cac ham 16i (Binh ly Moreau-Rockaiellax).

2.2 Su can thiét caa tinh déng

Lién quan dén cac gia thiét va két luan cua Dinh ly 2.1, ta c6
thé dat ra cau hoi: Diéu kién “GTF la dong" cd thuc sw can thiét
hay khéng?

Vi du sau day chi ra rang gia thiét vé tinh dong cta GrF la
thwe s can thiét.

Vi du 2.1. Xét &nh xa F : R =4 R cho b&i F{x) = {ix}. Dat
(x,§) = (0,0) va dé y rang

DF(xy)(y) = (VE(X)Y(Y) =1 M

Do d6, diéu kién (1) thda mén véi c e (o,i) duwgc chon tuy .
bt

£E=GA{(pa)i*eN}
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va
F(x) ={yeRI{xy eS} (MER),
ta co
F(x) néu X E Ik € N}
F(x) =
0 néu X G {i lke N}.

RGO rang GrF khong dong. Vi D*F(x,y)(y*) = D*F(x,y)(y*)
voi moi (x,y) e GrF va voi moi y* £ R, nén gia thiét (ii) cla
Pinh ly 2.1 théa mén cho anh xa F. Do anh cua mot lan can
bat ky clia x = 0 qua anh xa F khong la lan can ctiay = 0,
két luan cla Pinh ly 2.1 khéng con ding. Biéu d6 khdng mau
thuan véi Dinh ly 2.1, vi gia thiét dd thi dong khong duoc thoa
man cho anh xa F.

Hinh 2.1: Anh xa da tri khéng dong dia phwong
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2.3 Truong hop anh xa c6 tham sb

Ta sé& chi ra rang c6 thé st dung Pinh ly 2.1 vé tinh mé& va ky
thuat ching minh cla dinh ly d6 dé dua ra diéu kién da cho

tinh md& cla cac anh xa da tri c6 tham so.

Pinh ly 2.3. Cho X,Y la céc khdéng gian Asplund, p la khdng
gian topd va F : X Xp =3 Y la anh xa da tri. Ki hiéu Fp(-) :=
F(-,p) va lay (x,¥,p) € X XY Xp sao cho § € F(x,p). Gia sl
rang

(i) Ton tai Ui € V(Y) sao cho GrFp la dong voi moi p € U\;

(i) F(x,*) la nta lién tuc bén trong tai (p,¥);

(iii) Ton tai cachang s6r > 0,s > 0,c¢ > 0 va lan can Uz € v(p)
sao cho v&i moi p G U2, v&i moi (x,y) € GrFpn [B(x,r) X
B(¥,5)], v6i moi y* € Y* va X* € D*Fp(x,y)(y*), bat ding
thtc (1) nghiém ddng.

Khi d6, véi moi a € (0,c) vap € (0, E) voi

£'-mm/1 ca . r 2sA
o \2 c+1 <@+1 @+ 1 3a)

ton tai v € v(p) sao cho voi moip £ u
B (V, c Fp(B(x, /7). (2.6)

Ching minh. Nhw trong chirng minh clta Binh ly 2.1, ta ldy
ae (0,c),be ((1,|(NT + ¢T)), vape (0,5). S dung tinh
chat ntra lién tuc bén trong clta F(x,-) tai (p,¥), ta tim duoc
O3 € Q) sao cho voi moi p e [/3, F(x,p) n B(§, %) Y 0
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Patu ;= U\n U2n O3va cd dinhp € u. Khi do, ton tai
y' € Fp{x) sao cho \\y - y"\\ <

Lay VG ¢ 5 (2, ap). Ap dung Nguyén ly bién phan
Ekeland (Binh ly 1.1) cho ham / : GrFp —»R xac dinh bdi céng
thire f(x, y) := \W- W ta chon dugc (UbWb) € GrFp sao cho

Ik - V]| < il - V]| - b\ - ug] £\ - URd)

Ih - v|| <\ly- v| + 6U® - &I + Iy - UKd))
voi moi (x,y) € GrFp. BE y rang

1€ - Wil < b~I\y - V]| < b~lap < (a+ N)p <

Wy-vb\ < \\§- v|| + |v- W\ <2~1ap+ \\y -v\\
<2~lap41Iy' - \+ ||y - v|| < 2 13ap <s.

Tiép theo, lap luan tuvong tv nhu trong ching minh Binh ly 2.1
ta thu dugc bao ham thirc (2.6). O

V6i gia thiét twong tw nhw trén, ta cd thé dung ngay Dinh
ly 2.1 dé thu dwgc mot danh gid yéu hon khong dang ké. Cu
thé, l1dy a € (0,c) va dat e = min(i(*7 - ¢(PT1),~1,&)- Khi
do, véi moi p E (0,e) bao ham thic (2.6) nghiém dung. That
vay, st dung tinh chat ntra lién tuc bén trong cia F(x,-) tai
(p,¥), ta tim duwoc Us e V(YY) nhw trén sao cho véi moi p e [/3,
F(x,p) n B(y,28) Y O Talai chon u := v\ n U2 n Us va c6
dinh p e v. Khi do, ton tai y' € Fp(x) sao cho Ily' —y|| < 2&.
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Suy ra B(y, c B(y,ap). bat s' := js. Ta c6 B(y',s") ¢
B(y.f+f) ¢ vas€ (0,1 (~ -~ 1), Bay
gio, 4p dung Binh ly 2.1 cho Fp, s' va (x,y") thay cho F,s va
(x,¥), ta duoc B(y',ap) ¢ Fp(B(x,p)). Vi B(y.f) c B(y'.ap),
nén tr bao ham thirc cudi ta suy ra (2.6).

Mot sw kién tha vi khac la ta ¢ thé st dung Dinh ly 2.3 dé
chirng minh Binh ly 2.1.

That vay, gia st rang cac gia thiét cla Dinh ly 2.1 thda man.
Ldy p = Y va xay dwng anh xa da tri

F:XxY?Y, F(Xx,y):=F(x)-y.

Ki hiéu Fy(?) := F(-,y). Cha y rang GrFy = GrF + (0, —)
voi moiy €Y. Vi (x,§) € GrF nén ta co (x,¥,0) € GrF. Do
tinh déng clta Gr.F, gia thiét (i) cta Dinh ly 2.3 théa man véi
Ui := Y. Cling nhu vay, F(x, ¢ := F{x) —(¢) la n&ra lién tuc bén
trong tai (y, 0).

Dé kiém tra diéu kién (iii) trong Dinh ly 2.3, ta lay r > 0,¢ >
0,s > 0 sao cho v&i moi (x,u) e GrF n [B(x,r) XB(Y, s)] va
moi y* e Y*, X* € D*F(x,u)(y*) thi quan hé c\\y*\\ < ||x*||
la ding. Bat U2 = B(y,|) va ldy y € w2 Khi dd, véi moi
(x,2) e GrFy n [B(x, r) XB(Y, s)], ta co

(x,z+y) € GiFr}[B(x,r)xB(y, )] ¢ GiFn[B(x,r)xB(Yy, s)].

Thém vao do, voi moi y* € Y* va X* € D*Fy(x,2)(y*), ta cb

{x\ -y*) € N{GTFy, (X, 2)) = N(GrF, (z + y)).
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Do d6 bat dang thirc c\\y*\ < ||z*|| nghiém ddng. Vay ta co thé
ap dung Pinh ly 2.3 cho F, (x, §,0) va s' := Y- dé chirng minh
rang véi moiae (0,c)vamoip€ (0,mmiK”"&T- 1), ¢ T, 88))>
ton tai U Gv[§) sao cho véi moi y e u ta co

B(0,f ) c F.(B(I, p)) = F(B(x,p) - V.

biéu nay twong dwong v6i viéc noéi rang moi a € (0, c) va moi
PGOMInCA - (P1),¢T, Ir)), ton tai u e V{y) sao cho

1jB (5")C (B (i,p)).

yeu

Hon nita, nhu trong chiing minh cta Pinh Iy 2.3, ta thdy rang
co thé lay u = Uin Uz2n O3, trong dé Uz € V(§) duwoc chon sao

F(x,y)nB(0,y )» 0 voi moiye u3. (2.7)

Ly Us := z2(J, va déyrang § € n F(z) voi moi
y € £/3. Do do diéu kién (2.7) duwgc thda man. Ngoai ra, vi
fnénU=B(y, wvataco

B(§.ap) = u ¢ F(B(x,p)).

y€U
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Chuong 3
Cac dinh ly ham an

St dung Dinh ly 2.3 vé tinh m& & cho anh xa da tri co6 tham sb,
trong chuwong nay ta sé dua ra cac két qua lién quan dén ham
an da tri.

3.1 Tinh ntra lién tuc dwéi ctia ham an da tri

Cho 4nh xa da tri F : X x p =4 Y. Ta dinh nghia ham an da
tri H :p XY =4 X theo céng théc sau:

H(p,y) = ix e X \y e F(x,p)}. (3.1)
Ki hiéu Hp(.) := H(p,.), ta cO Hp = F~I v&i moi p £ p. Theo
ly thuyét c0 dién, ta c6 thé dinh nghta ham an G :p =3 X nhu
la &nh xa han ché H(., 0) : p =I X cla anh xa H. Nhu vay, bén
canh H, ta xét ham an da tri G duoc xac dinh bdi cong thirc
G(p) = {xeX\0eF(x,p)}.

Pinh Iy ham &n da tri sau day chi ra rang mot s tinh chét
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cla anh xa da tri F c6 thé chuyén sang cho H va G.

Pinh ly 3.1. Cho X,Y la c&c khdng gian Apslund, p la khéng
gian tOpd, va F : X X p =3 Y 1Ia anh xa da tri sao cho § €
F(x,p). Gia st tat ca cac gia thiét clia Dinh Iy 2.3 théa man.
Khi d6, ton tai u G V(p),6 > 0 va p > 0 sao cho v&i moi
peuw vay € B(y, 8), anh xa da tri (p,y) H(p,y) n B(x, p)
nhan gia tri khac rong. Noi riéng, néu § := 0 thi anh xa da tri
p =>G(p) n B(x, p) nhan gia tri khac réng voi moi p € u.

NéEu gia thiét sau day thda man
(iv) Ton tai Us eV(p) vaa >0 sao cho F(x,.) la nira lién tuc

dudi & trén Us voi moi X £ B(x,a),

thi ton tai Uy G V(p), (0> 0 va Po > 0 sao cho ham an [p,y) *
H(p.y)C\B(x, Po) nia lién tuc duGi trén UQx B(Y, 60)- NOi riéng,
néu §¥ = 0 thi ham an p t»G(p) n B(x, Po) la nkra lién tuc dudi
trén Uy,
Chirng minh. Ldy a e (0,c) va p € (O,min(£:,r)). Theo Binh
ly 2.3, ta chon duwgc u e v(p) sao cho

B(Y, 2~lap) ¢ Fp(B(x, p)) (Vpe U). (3.2)

Pt 6 = 2~lap. Do (3.2), v&i mdi (p,y) e U XB(§,6) ton
tai X € B(x,p) sao choy € Fp(x). Tt cong thirc (3.1) suy ra
Xe H(p,y). Do do X € H(p,y) n B(x, p). Nhu vay, ta da chirng
t6 anh xa da tri (jp,y) » H{p,y) n B(x,p) nhan gia tri khac
rong véi moi (p,y) € u X B(y, 0).

Dé chirng minh két luan thiv hai cta dinh ly, ta lay a 6 (0, c)
va p € (0,min(£,r,a)). Ap dung Binh Iy 2.3, ta chon duoc
vz € V(p) sao cho (3.2) nghiém duing, tkc la B(y,2~lap) ¢
Fp(B(x, p)) voi moi p € Us.
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Ldy Wo := u n Us,00 := 2~lap va Po := pe Voi moi (p,y) e
u0 XB(Y, 60), do (3.2) ton tai X e H(p, y) n B(x, Po). D& chirng
minh rang anh xa da tri (p,y) =5 H{p,y) n B(x,p0) la nka
lién tuc dudi & trén uqg X 5(¥, 60), ta phai chirng minh v&i moi
6 > 0 nhd tuy vy, tén tai U' € V(p) va 6 > 0 sao cho v&6i moi
(*/,2") e t/' XB(y, @) thi

y') n B(x, Po)n B(x, e) Y O

That vay, ta chonp € (0, 8) sao cho B(x, 3 ¢ £(x, & ¢ B(i, p)
va 7 > 0 dd bé sao cho B(y,7) ¢ 5(y, 60 Lap luan twong
twv nhu & phan dau chirng minh cta dinh ly, lay (x,p,y) thay
cho (E,p,y), ta tim duoc v € V(p),p' G (0,/?) va &8 > 0 sao
cho H(p\y") n B(x,p') Y 0 véi moi (p',y') € U XB(y,0n. Vi
(7, y)n p) c ¢ (1,1 NnEX, I c ti(p\y)n(E, POn
0) = H[(p', y") n B(x, Po)] n B(x, 6). Do dé ta cé #(]/, y") n
B{x,p® n B(x,9) Y 0 v6i moi {p',y") e v XB(y,S"). Chitng
minh két thuc. O

Nhan xét 3.1. Binh ly 3.1 mé rong Dinh ly 3.1 trong [13]. Dé
y rang, cach tiép can madi cla ching ta d& cho phép loai bo hoan
toan gia thiét (A2) cua [13]. Trong khi do, gia thiét (A3) cla [13]
c6 thé lam yéu di.

3.2 Tinh métric chinh quy clda ham an da tri

DPinh ly sau chi ra diéu kién da cho cho tinh métric chinh quy
clia ham an da tri.

PBinh ly 3.2. Cho X, Y la cac khong gian Apslund va F : X X
p =t 7 la anh xa da tri sao cho § G F(x,p). Gia st rang
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(i) Ton tai v\ e V(P) sao cho voi moi p € Ui, GrFp la dong;
(ii) F na lién tuc bén trong tai (x,p);

(ili) Ton tai r,s,c > 0 va U2 € V(p) sao cho véi moi p € Uz,
moi (x,y) € GrFpn [B(x, r) xB(¥,s)] va moiy* e Y*x* e
D*Fp(x, A\ < \beH\,

Khi d6, nhitng khang dinh sau la dung:

(@ V6i moi ae (0,c), ton tai u GV{p),6 > 0vaT> 0 sao
cho v&i moip Gu,y € B(y, ¢ va X€ B(x,r), ta co

d(x, H(p, y)) < - d(y,F{x.p)). (3.3)

Suy ra, néu § = 0 thi v6i moipe v va X€ B(x,r) taco
d{x,G{p)) < -d(0, F(x.p)). (3.4)

(b) Ky hiéu Hy{.) := NEu p la khéng gian métric, thi
véi moi a € (0,c) ton tai 70 > 0,¢0> 0, To> 0 val:= 1+ -
sao cho véi moi p e B(p,'Yo),y e B(y,60) va X € B(x,TO0),
ta co

dffip. x), GrHy) < Id((x,p, y), GrF); (3.5)

vi thé, néu § = G thi v&i moi p e B(p, 70) va X € B(x, T0),

ta co
d((p,x),GiG) < Id((x,pi0)iGiF). (3.6)

Chirng minh.
(@ Ldy ae (0,c) vap € (Omin(i("T - 2(an> 4)))- S
dung tinh chat ntra lién tuc bén trong cua F tai (x,p), ta tim
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duoc M) € v(p) va V> 0 sao cho
F(x,p) n B(J,y )Y 0 v6i moi (x,p) € B(x, u) Xu0. (3.7)

Pat u := Uon Ui n U2T := min(i/, i),6 := Lay (x,p,y) G

t) xuv XB(y,0)). Neuy GF(xip) thi (3.3) la tam thuong.
Gia st 2 » F(x,p). Khi do, véi moi £ > 0 ta tim duwoc y£ e
F(x,p) sao cho

llye-y || < d(i/,F(x,p)) + e. (3.8)

That vay, dat a = d(y,F(x,p)). Taco a € R+ va llil —'|| > a
voi moi y' € F(x,p).

bat Q = (Hi/ —y'\\,y' € -F(2,p)}. Theo dinh nghta iniimum,
voi moi £ > 0, ton tai mot phan tlr thudc Q sao cho Iy —y'll €
[(t, a + E). Néu phan tr do 1a lly —y£ll, thi ye € F(x,p). Diéu
nay dugc giai thich nhu sau.

Vi a + £ khong la can du6i cia Q nén ton tai \\y —ye\ € {
sao cho a < Ilif —2¢|| < @+ £ Do dé (3.8) dung.

Do (3.7) va do cach chon vy, ta ¢6 d(y,F(x,p)) < ap. Ta cb
thé lay £ > 0 di nhd dé d(i/, F(x,p)) + £ < ap. Tir (3.8) ta co
y € B{y£id{yiF{x,p)) + e) ¢ B{yEap). Hon nita, B(x, 2"V) ¢
B(x,r) va

B{yE2~Is) ¢ B(y, 2~1s+ap) ¢ B(y, 2~Is+ap+2~1ap) ¢ B{¥,s).
Vi vay ta c6 thé ap dung Dinh ly 2.1 cho {x,yf) e GrFpi Voi

ro= 2"V, = 2"1Sva ro = \{d(y,F(x,p)) + e) < p, dé suy ra
rang B(yH apo) ¢ Fp(B(X, Po)). Ta cd thé tim dwoc X € B(x, Po)
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sao cho y € Fp(x), hay X e H(j), y). Suy ra
d(x, H(p, y)) < \w- x\\ < ~(d(y.F(x,p)) + ¢)

Cho E—»0 t_dwoc (3.3) voi k :=

(b) Chirng minh twong tw (a), nhung c6 mot s6 diém khac biét
guan trong.

Nhu trén, ta ldy ae (0,c)vap€ (0,min”ét - 9.
Ta lai st dung tinh chét ntra lién tuc bén trong cta F tai (x,p)
va tim dwoc lan can Wo cla p sao cho (3.7) dang véi moi (x,p) €
B(x, v) XUq

Néu p la khong gian métric, ta c6 thé tim dwoc 7 > 0
sao cho B(p,7) ¢ Wwn Wn W-Lidy @ = min(®,|),To :=
min(i,i/, |),70 := i va chon (x,p,y) e B(x,t0) X Bip,To) X
B{V,¢0). Khi do ta co

d{{x,p,y),GTF) < \\x-x\\+d(pip) +\\y-yf\\ < 6+. +, = Y

d((x,p,y),GiF) <d(y,F(x,p)) < ap.

Khéng mat tinh téng quat, gia st rang y i F(x,p). Voi moi
£ > 0 dd nho ma

d((x,p, ), GrF) + £ < min iap, >

ta co thé tim duoc (XEp£,yD € GiF thda man

max(||ife-y]||,d(p£p)) < \WE- 2L+ \\xe- x\\ + d(pe,p)) (3.9)
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< d((x,p,y), GtF) + E
Suy ra
REB{PE) c
y € B(yEid((x,p,y),GiF) + e) ¢ B(ye,ap), (3.10)

va
B{xEi~Ir) ¢ B(x,4-1r + ap) ¢ B(x,2~1Ir) ¢ 5(i,r),

£(ye,2_1s) ¢ B(Y,s).

Twr d6 ta co thé ap dung Pinh ly 2.1 cho (XEy£) £ GrFp v6i
r' 'm=4 1r,s'" = 2-1s va p' := i(d(x,p,y)GIiF) + £ < p va
thu dwoc B(ye,ap') ¢ FpEB(xe,p')). T (3.10) ta cd sy ton tai
X £ B(xe,/l) sao choy € FP(x), hay (x,pf) € Gr#y.

Do do, trr (3.9) ta suy ra

d({p,x), GiHy) < \\x-x\\ + d(p£,p)
< \ix-xe\+ \We-x\\ + d(p£ip)

< a y),GrF) +e) + d((x,p,y), GrF) + £

Cho £ —0, ta dwoc (3.5 voi I =1 + 1. O

Nhéan xét 3.2. Binh ly 3.1 mé réng Binh ly 3.2 trong [13]. M6t
vai gia thiét da duoc lam yéu.
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3.3 D0oi dao ham cta ham an da tri

Két qua tiép theo trinh bay moét cong thirc déi dao ham cla G.
Ta c6 thé xem cOng thirc nay la sw md rong (trong ngon ngir clia
khong gian d6i ngiu va toan tir lién hop) cong thic tinh dao
ham cla ham an trong dinh ly ham an c6 dién. Cong thic nay
da dwgc duwa ra trong [12, Proposition 3.8].

Pinh ly 3.3. Gia sl tat cd cac gia thiét cta Binh ly 3.2 thda
man voi § = 0 va p la khoéng gian Apsiund. Khi d6, ton tai
7>0vaT>o sao cho voi moi (x£) € B(p, 7) XB(x,p) ma
X € G(p) va moi X* £ X*, bao ham thirc sau cho déi dao ham
Frechet la ddng :

S*G(p,*)(X*) D u {o*e pH(x*i>*) e D'F (x,p. O}

y'EY"

(3.11)

Hon nira, néu GrF ddng thi véi moi £ > 0 va moi X* e x*,p* €

D*G(p,x)(x*), ton tai (X£,p£,y£) e GrF va (X¥EpEYE) G X* X
p* XY* sao cho

\Wwe-x\\<£, Ibe-p||<£, N&l<e,

(~x*£ipE) e D*F(xEipe,yEXY'E),
WE-x*\\ <£, \pge-p*\\ <e

Tw d6 suy ranéu F laN-chinh quy tai {x,p, 0), tic laD*F(x,p, 0) =
DtfF(x,p, 0), thi ta cd ddu bang trong (3.11).

Chlng minh. Ldy 7 > 0 va p > 0 sao cho, v6i moip e B{p, 7)
va X GB(x, r), bat dang thirc(3.6) dung.
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Chon x e G(p) n B(x, p) va X* e x*,p* e p* sao cho ton tai
y* € Y* dé (-x*,p*) € D*F(x,p,0)(y*). Khi do6 ta co

e N{GrF,(x,p,0)) = 8<W(z,P,0)-
Dung mo t& bién phan tron cla duéi gradient Préchet (Ménh dé

1.1), ta tim dugc a > 0,p > 0,6 > 0 va ham s6 kh& vi Préchet
s :B(x, a) XB{p, B) X£(0,6) —=*R sao cho

Vs(x,p, 0) =
s(x,p, 0) = 6GxHX,p.0) = 0, (3.12)
s(x,9,p) < 6GIF(x,p,¥)

vei moi (x,p,¥) e B(x,a) XB(p,/3) XB(0,9).
Xét ham s6 s : B(p,P) x B(x,a) —R dugc cho bdi

s{p,Xx) := s(x,p, 0).
T (3.12) ta co
Vs(p,x) = \7(p,x)s(x,p, 0) = (p*,-X*),

s(p,x) = s{x,p, 0) = 0 = 0Grf(P,z2),
2(p.T) = s(1,9,0) < 5GrF(T,P,0) = OGG (I*,x)

voi moi (p,T7) € B(p,/3) XB(x,a). Suy ra
(p*, —ar*) € 66Gc(p,z) = IV(Gro, (p,i))
hay p* € D*G(p,x)(x*)] vay (3.11) nghiém dudng.
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P& chitng minh khang dinh th hai cta dinh ly, ta 1dy £ > 0
va X* € X*.p* € D*G(p,x)(x*). Khi do, ton tai A > 0 sao
cho E &[Ad((.,.),GrG)](p,x). Do (3.6), ta tim duwoc
t',y > 0 sao cho

Ad((7,j5),Gro) < AI(d(x,p,§),GrF + lifl)
< OQrF(x,p,§) + Azl

voi moi (x,p,¥) € B(x,r") XB(p, V) XY. Bay gio, xét cac ham
/,gvoi/, g:B(x,r) XB(p,7) XY ->R xac dinh b&i

f{x.,p,y) := 0GIF(x,p,§) + XIiifi

g{x,p,¥) := Xd((x,p), GtG).

St dung cac tinh chat f(x,p, 0) = g{x,p,0) = 0va/ < g, ta
thu duwoc

(-x*,p*,0) € dg{x,p, 0) ¢ df{x,p, 0).
Vi GrF dong nén ta co thé ap dung Quy tic tdng md (Dinh ly

1.2) cho dudi vi phan Fréchet ciia / va £ da chon dé chi ra sw
ton tai (XE,pEyE) € X Xp XY sao cho

ii"eiVeiVe) ~ (NGAION A 2 yQ
WOGTHXE, p£iye) - <w (z,p,0)ll < £

df(x,p, 0) ¢ doGTF{xe,PEIYyE)+{Q}XW x"Dy+e(Dx‘'xDp'XDY")-
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T (3.13) ta c6 (XEpEYE) € GrF va ton tai (-£*,£*,y*) e
N(GtF, (xE,pe,ye)) va e Dy sao cho

(-*e + XEp* - Pl -y*£- \Iz*) e e(Dx*XDp- XDy)-

Tl do6 suy ra diéu phai chirng minh.

3.4 Tinh giad Lipschitz cia ham an da tri

DPinh ly sau day cho thay tinh chat Lipschitz clia F dwoc chuyén
sang céic ham an H vk G nhu thé nao.

Dinh ly 3.4. Gia sk tat ca cac gia thiét cha Dinh ly 3.2 théa
man. Hon niva, gid stbF gia Lipschitz tng vaip déu theo X quanh
{x,p,¥), nghia la ton tai 63,T3,L > 0 va Uz £ V(p) sao cho vGi
moi P\,P2 £ uz ta cb

F(x,P2) n B(Y, 6z) ¢ F{x,pi) + Ld(pi,p2)DY. (3.14)

Khi d6, voéi moi a 6 (0,c) ton taid,f> 0va il e v(p) sao cho
voi moi y G B(¥, 6) va moi P\,P2 € u,

H(p2,y) n B(x,f) ¢ H(ply) + —d(pi,p2)Dx,
nghia la H gia Lipschitz tng voi p déu theo y e B(§,0) Voi

médun NGi riéng, néu § = 0 thi ham an G la gid Lipschitz

véi cung modun.

Ching minh, c6 dinh a e (0,c), ldy 6 := min(6,63),f :=
min(r, r3), 0 = unuz, voi 6,r vau da dvara & Binh ly 3.2 ().
Ta chon y € B(§,0),pi,p2 e @ va X € B(x,f) n H(p2y). Khi
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do, do (3.14) ta co
y € F(x,p2 n B(y, S ¢ F(xipi) + L(1pi,P2)Dy -
Mat khéic, tir (3.3) ta co
d(x,H(pi,y)) < -(g(y,F(x,i>i)).
Vi vay,
d(x,i7(pi,i/)) < éd(y,F(x,pi)) < -ad(pi,pz)-

Tl d6 suy ra diéu phai chirng minh, D

Nhan xét 3.3. Két qua tren md rong két qua tuong (rng trong
[13].
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Két luan

Dua trén bai bao clia M. Durea va R. Strugariu, luan van trinh
bay mot s6 két qua vé tinh m& clia anh xa da tri va cac dinh ly
ham an thu duwoc tlr cac két qua do.

NOi dung cua luan van bao gom:

1. Cac khai niém co ban trong gidi tich da tri va mot s két
qua kinh dién;

2. Cac két qud vé tinh md cla anh xa da tri khong chira tham
sO va anh xa da tri chira tham so0;

3. Céac dinh ly ham an.

Luan van c6 mot két quad méi, d6 1a khang dinh & Muc 2.2
(Chuong 2) noi rang két luan trong dinh ly 4nh xa md cla
M. Durea va R. Strugariu [10, Theorem 3.1] khdng con dudng,
néu loai bd gia thiét vé tinh dong cua anh xa da tri duwoc xét.

Kha nang st dung céach tiép can cla [10] dé phat trién thém
mot budc cac két qua cia N. D. Yen va J.-C. Yao [23] (st dung
doi dao ham Mordukhovich tai mot diém trén do thi cGa anh xa
da tri dwoc xét) van con 1a mot van dé mo.
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