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Chuyeân ñeà 1:                                   ÑA THÖÙC   
 
I. Ña thöùc : (Ña thöùc moät bieán) 
1. Ñònh nghóa: Ña thöùc baäc n theo x (n ) laø bieåu thöùc coù daïng 
   

    n n 1
n n 1 1 0P(x) a x a x ... a x a     vôùi na 0  

     Caùc soá 0 1 na ,a ,...,a  goïi laø caùc heä soá , n goïi laø baäc cuûa ña thöùc P(x) 

           Ví duï:      3 2P(x) 2x 9x 12x 4  laø ña thöùc baäc ba. 
   

2. Ña thöùc ñoàng nhaát: 
 a)  Ña thöùc ñoàng nhaát: 
 Ñònh nghóa : Ña thöùc ñoàng nhaát laø nhöõng ña thöùc luoân luoân coù cuøng giaù trò vôùi baát cöù giaù trò  
                                  naøo cuûa bieán soá. 
 

 Neáu P(x) vaø Q(x) laø hai ña thöùc ñoàng nhaát ta kyù hieäu : P(x) Q(x)  
 
                     P(x) Q(x) x : P(x) Q(x)  

 
 b) Ña thöùc ñoàng nhaát khoâng: 
 Ñònh nghóa : Ña thöùc ñoàng nhaát khoâng laø nhöõng ña thöùc luoân luoân baèng 0 vôùi baát cöù giaù trò  
                                  naøo cuûa bieán soá  
                          

 Neáu P(x) ña thöùc ñoàng nhaát khoâng ta kyù hieäu : P(x) 0  
 
      P(x) 0 x : P(x) 0      

 Heä quaû:                     






 



       






n

n 1

n n 1
n n 1 1 0

0

a 0
a 0
.P(x) a x a x ... a x a 0
.
.
a 0

 

 
Ví dụ: Tìm các hằng số A, B, C sao cho       223x 3x 3 A x 2 B x 1 x 2 C x 1          với mọi x 

 

Ví dụ: Tìm các hệ số a, b để đa thức 4 3 2P(x) x 2x ax 2x b= + + + +  là bình phương của một đa thức 
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Bài giải: 
Giả sử  

                        ( )24 3 2 2x 2x ax 2x b x mx n+ + + + = + +                                  với mọi x 
4 3 2 4 2 2 2 3 2x 2x ax 2x b x m x n 2mx 2nx 2mnx + + + + = + + + + +           với mọi x 

( ) ( ) ( )3 2 2 22m 2 x m 2n a x 2mn 2 x n b 0 - + + - + - + - =                          với mọi x 

Áp dụng định lý về đa thức đồng nhất không ta được: 

    

2

2

2m 2 0

m 2n a 0

2mn 2 0

n b 0

ì - =ïïïï + - =ïïïíï - =ïïïï - =ïïî

 

 Giải hệ ta được: 

m 1

n 1

a 3

b 1

ì =ïïïï =ïïí =ïïïï =ïïî

. Vậy khi a 3;  b 1= =  thì ( )24 3 2 2x 2x 3x 2x 1 x x 1+ + + + = + +  

3. Nghieäm cuûa ña thöùc: 
 Neáu khi x = a ña thöùc P(x) coù giaù trò baèng 0 thì ta noùi a laø moät nghieäm cuûa P(x) 

                      
ñn

a laø moät nghieäm cuûa P(x) P(a) 0  

 
                        Ví dụ: Cho phương trình 4 3 22x 5x 6x 5x 2 0        (1) 
                                    Chứng minh rằng x 1  là nghiệm của phương trình (1) 
 
4. Pheùp chia ña thöùc: 
 
 Ñònh lyù: Cho hai ña thöùc P(x) vaø Q(x) khaùc khoâng. Toàn taïi duy nhaát ña thöùc h(x) vaø r(x) sao cho 
      P(x) Q(x).h(x) r(x)  
 Trong ñoù  r(x) 0 hoaëc r(x) 0 vaø baäc cuûa r(x) nhoû hôn baäc cuûa Q(x)  
 Ña thöùc Q(x) goïi laø thöông vaø ña thöùc r(x) goïi laø dö cuûa pheùp chia P(x) cho Q(x) 
 

Ví du 1ï: Tìm thöông vaø dö cuûa pheùp chia ña thöùc    3 2P(x) 2x 9x 12x 4  cho ña thöùc x 1  
 

  Ví dụ 2:  Cho đa thức 4 3 2P(x) x 3x bx ax b= - + + +  và 2Q(x) x 1= -  
     Tìm a, b để f(x) chia hết cho g(x). 
 
 Bài giải: 

 Vì P(x) Q(x)  nên ta có thể giả sử rằng ( )2P(x) x 1 .Q(x)= -  (1) với mọi x 

 Thay x 1=  vào hai vế của (1) ta được: P(1) 1 3 b a b 0 a 2b 2   (2)= - + + + =  + =  
 Thay x 1=-  vào hai vế của (1) ta được: P( 1) 1 3 b a b 0 a 2b 4   (3)- = + + - + = - + =-  

 Từ (2) và (3) ta suy ra được 
1

a 3;b
2

= =- . 
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5. Ñònh lyù BEZOUT (Bô -Du) (1739 - 1783) 
 
 Ñònh lyù BEZOUT: 
 
 Ñònh lyù: Trong pheùp chia P(x) cho (x - a) thì soá dö laø  R = P(a) 
 
 
 Chứng minh: 
 Chia đa thức P(x) cho (x - a), giả sử được thương là Q(x) và dư là hằng số R. Ta có: 

    ( )P(x) x a .Q(x) R= - +  với mọi x 

 Do đó với x = a thìP(a) 0.Q(a) R R P(a)= +  =   (đpcm) 

 
  Heä quaû:          P(x) chia heát cho (x a) P(a) 0  

      
  Heä quaû:  Ña thöùc P(x) coù nghieäm laø a khi vaø chæ khi P(x) (x-a) 
 
         P(a) = 0 P(x) = (x a).Q(x),  trong ñoù Q(x) laø moät ña thöùc  

 
           Ví dụ: Cho 3 9 27 81 243P(x) x x x x x x       
                       Tìm dư của phép chia P(x) cho x 1  
 
6. Sô ñoà HOOCNE    Horner  1786 - 1837) 
 
 Ñeå tính caùc heä soá cuûa ña thöùc thöông vaø dö cuûa pheùp chia ña thöùc  
           

    n n 1
n n 1 1 0P(x) a x a x ... a x a  cho (x - a) ta coù theå duøng sô ñoà HOOCNE sau ñaây 

    
 na  n 1a   n 2a    1a  a0 

a nb  n 1b   n 2b    1b  0b  

 
Trong ñoù: 

   

n n

n 1 n n 1

n 2 n 2 n 2

0 1 0

b a
b a.b a
b a.b a
.
.
.
b a.b a

 

  


 
 

 

 

 Khi ñoù:  

 


   

    

 

n 1 n 2
n n 1 1

0

  P(x) (x a).Q(x) r
 Thöông laø : Q(x) b x b x ... b
  Dö laø        : r b

 

Ví dụ 1: Tìm thöông vaø dö cuûa pheùp chia ña thöùc    3 2P(x) 2x 9x 12x 4  cho ña thöùc x 1  
Ví dụ 2: Tìm thöông vaø dö cuûa pheùp chia ña thöùc    4 2P(x) 2x 3x 4x 5 cho ña thöùc x 1  
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7. Phân tích đa thức ra thừa số 

    Định lý: Giả sử đa thức n n 1
n n 1 1 0 n

P(x) a x a x ... a x a   (a 0)-
-= + + + + ¹  có n nghiệm là 1 2 nx , x ,..., x   

                   thì 

    ( )( ) ( )n 1 2 n
P(x) a x x x x ... x x= - - -  

    Ví dụ:  Phân tích đa thức 3 2P(x) x 9x 11x 21= + + -  thành nhân tử 

    Ví dụ: Rút gọn phân thức 
3 2

3 2

x 4x x 4
A

x 7x 14x 8

  


  
 

--------------------------Hết-------------------------- 
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Chuyeân ñeà 2: 
 
 

BIEÁN ÑOÅI CAÙC BIEÅU THÖÙC NGUYEÂN VAØ PHAÂN THÖÙC 
 
 

I. MOÄT SOÁ KIEÁN THÖÙC  CÔ BAÛN CAÀN NHÔÙ: 
 
   Caùc haèng ñaúng thöùc cô baûn vaø môû roäng : 

1. 2 2 2( ) 2a b a ab b                          
2. 2 2 2( ) 2a b a ab b     
3. 2 2 ( )( )a b a b a b                           
4. 3 3 2 2 3 3 3 3( ) 3 3 ( ) 3 ( )          a b a a b ab b a b a b ab a b  
5. 3 3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b      
6. 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b      
7. 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b      

 
    8. 2 2 2 2( ) 2 2 2a b c a b c ab ac bc         
 

   
           

     

3 3 3 3 2 2 2 2 2 2

3 3 3

9)  (a b c) a b c 3a b 3ab 3a c 3ac 3b c 3bc 6abc

                       = a b c 3(a b)(b c)(c a)
 

  3 3 3 2 2 2 2 2 213 ( )(  = ( )10) ( ) ( ) (
2

 )                   a b c abc a b c a b c ab ac bc a b c a b b c c a  

 Heä quaû:   Neáu a b c 0    thì 3 3 3a b c 3abc    
 
   11)  1 2 1( )( ... )n n n n na b a b a a b b         
 
Ví dụ 1: Rút gọn các phân thức sau 

                     
   

 
 

2

2 22 22

2 22 2 2

2x 1 1 2x 2
1)  A

4x 2 4x 2 1 4x
4x x 3 2x 3 xx 9

2)  B
9 x 1 2x 3 x 4x x 3

 
  

  
   

  
    

 

Ví dụ 2: 1) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:  2A 2x 6x 1    
               2) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:   2 2B x y xy 2x 2y       

Phöông phaùp: 
Ñeå tìm GTLN cuûa bieåu thöùc A (phuï thuoäc vaøo moät hay nhieàu bieán) ta coù theå thöïc hieän nhö sau: 
 Böôùc 1: Chöùng minh :   haèng soá MA  
 Böôùc 2: Chæ ra caùc bieán ñeå MA   
 Böôùc 3: Keát luaän GTLN cuûa A laø M. 
Ñeå tìm GTNN cuûa bieåu thöùc A (phuï thuoäc vaøo moät hay nhieàu bieán) ta coù theå thöïc hieän nhö sau: 
 Böôùc 1: Chöùng minh :   haèng soá mA  
 Böôùc 2: Chæ ra caùc bieán ñeå A m  
 Böôùc 3: Keát luaän GTNN cuûa A laø m 
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Ví dụ 3: Chứng minh rằng nếu 2 2 2a b c ab bc ca      thì a b c   
 
II. BÀI TẬP RÈN LUYỆN: 
 

Bài 1: Cho 
2x 2 2 2 4x 3x x 1

M 3 :
3x x 1 x 1 3x

æ ö+ - - +÷ç= + - -÷ç ÷çè ø+ +
 

 1) Rút gọn M thành một phân thức 
 2) Với giá trị nào của x thì M 0<  

 3) Tìm x Î   để 
1
M

Î   

 
Bài giải: 

1)  Điều kiện của biến là: 

x 0 x 0

x 1 0 x 1

2 4x 0 1
x

2

ìïïì ïï ¹ ¹ïï ïï ïïï ï+ ¹  ¹-í íï ïï ïï ï- ¹ï ïïî ¹ïïïî

 

     Khi đó:  

                              

( )( ) ( )
( )

( )

( )( )
( ) ( )

2

2

2 2

2

2

2

x 2 2 2 4x 3x x 1
M 3 :

3x x 1 x 1 3x

x 2 x 1 6x 9x x 1 2 4x 3x x 1
  :

3x x 1 x 1 3x

2 8x 2 4x 3x x 1
  :

3x x 1 x 1 3x

2 1 2x 1 2x x 1 3x x 1
  .

3x x 1 2 1 2x 3x

1 2x 3x x 1
  

3x 3x
x 1

3
x x

  
3x

æ ö+ - - +÷ç= + - -÷ç ÷çè ø+ +
+ + + - - - - +

= -
+ +

- - - +
= -

+ +

+ - + - +
= -

+ -

+ - +
= -

-
=

-
=

 

2)  Ta có: M 0 x 1 0 x 1<  - <  <  

      Kết hợp với điều kiện của biến ta có kết quả: 

x 1

x 0

x 1

1
x

2

ì <ïïïï ¹ïïïí ¹ -ïïïïï ¹ïïî

 

3) Ta có: 
1 3
M x 1

=
-

 

    Để  
1
M

Î   khi x Î    thì ta phải có: 

    x 1-  là ước của 3 

x 1 1 x 2

x 0x 1 1

x 4x 1 3

x 2x 1 3

é - = é =
ê ê
ê ê =- = -ê ê ê ê =- =ê ê
ê ê
ê ê = -- = - ëë

 

    Đối chiếu với điều kiện của x ta có đáp số là: x 2;x 2;x 4= - = =  
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Bài 3: Cho biểu thức 
3x 9x 3 1 1 1

P 2 :
x x 2 x 1 x 2 x 1

æ ö+ - ÷ç ÷= + + -ç ÷ç ÷ç + - - + -è ø
 

 
 
Bài giải: 

Điều kiện của biến là : 
x 0

x 1

³ìïïí ¹ïïî
 

Đặt: x a=  với 
a 0

a 1

³ìïïí ¹ïïî
. Khi đó: 

   

( )
( )( )

( )( )
( )
( )( )

( ) ( )

2

2 2

2 2

2

2

2

22

3a 3a 3 1 1 1
P 2 :

a a 2 a 1 a 2 a 1

3a 3a 3 a 2 a 1 2 a a 2 1
  :

a 1 a 2 a 1

a 3a 2 1
  :

a 1 a 2 a 1

a 2 (a 1)
  . a 1 a 1

a 1 a 2

æ ö+ - ÷ç= + + - ÷ç ÷÷ç + - - + -è ø

+ - + + + - - + -
=

- + -

+ +
=

- + -

+ +
= - = +

- +

 

Vậy: ( )2P x 1= +  
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BÀI TẬP TƯƠNG TỰ TỰ GIẢI: 

 Bài 1: Cho biểu thức: 
x x 1 x 1 x

M : x
x 1 x 1 x 1

æ ö æ ö+ - ÷ ÷ç ç= - +÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø- - -
 

 Tìm các giá trị của x để M có nghĩa, khi đó hãy rút gọn M. 

        Đáp số: 
x 0 2 x

;M
x 1 x

>ìï -ï =í ¹ïïî
 

 

 Bài 2: Cho biểu thức: 
x 2 x 3 x 2 x

M : 2
x 5 x 6 2 x x 3 x 1

æ ö æ ö+ + + ÷ ÷ç ç= - - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø- + - - +
 

 Tìm các giá trị của x để M có nghĩa, khi đó hãy rút gọn M. 

        Đáp số: 

x 0
x 1

x 4;M
x 4

x 9

ìï ³ïï +ïï ¹ =íï -ïï ¹ïïî

 

 

 Bài 3: Cho biểu thức: 
( )( )x x 1 x2x 1 x 2x x x x

M 1 .
1 x 1 x x 2 x 1

é ùé ù - -- + + - ê ú= - +ê ú
ê úê ú- + -ë û ë û

 

 Tìm các giá trị của x để M có nghĩa, khi đó hãy rút gọn M. 

        Đáp số: 

x 0
1

x 1 ;M
x x 1

1
x

4

ìïïï ³ïïïï ¹ =íï - +ïïï ¹ïïïî

 

 Bài 4: Cho biểu thức: 
2 x 9 2 x 1 x 3

M
x 5 x 6 x 3 2 x

- + +
= + +

- + - -
 

 Tìm các giá trị của x để M có nghĩa, khi đó hãy rút gọn M. 

        Đáp số: 

x 0
x 1

x 4;M
x 3

x 9

ìï ³ïï +ïï ¹ =íï -ïï ¹ïïî
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BÀI TẬP TỰ LUYỆN 
 

Baøi 1: Cho 0x   vaø 1x a
x

   laø moät haèng soá . Tính theo a caùc bieåu thöùc : 

  3
3

1A x
x

     ;      6
6

1B x
x

        ;        7
7

1C x
x

   

 
Bài giải: 

Ta luôn có hệ thức: n 1 n n 1

n 1 n n 1

1 1 1 1
x x x x

xx x x
+ -

+ -

æ öæ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷+ = + + - +ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè øè ø è ø
 với n 1>  

Cho n 2=  ta sẽ có: 3 2
3 2

1 1 1 1
x x x x

x x x x
æ öæ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ = + + - +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè øè ø è ø

 

Với 
2

2 2
2

1 1
x x 2 a 2

x x
æ ö÷ç+ = + - = -÷ç ÷çè ø

 

Ta tính được: 
 3A a 3a= -  

( )
2

23 3 6 4 2
3

4 3 7 5 3
4 3

1
B x 2 a 3a 2 a 6a 9a 2

x
1 1 1

C x x x a 7a 14a 7a
x x x

æ ö÷ç= + - = - - = - + -÷ç ÷çè ø
æ öæ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç= + + - + = - + -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè øè ø è ø

 

 

Baøi 2: Cho 0x   thỏa mãn 2
2

1 7x
x

   . Chứng minh rằng 5
5

1
x

x
+  là một số nguyên. Tìm số nguyên đó 

 
 
Bài giải: 

Ta có:  5 4 3
5 4 3

1 1 1 1
x x x x

x x x x
æ öæ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ = + + - +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè øè ø è ø

 

Do: 
2

2
2

1 1 1
x x 2 7 2 9 x 3

x x x
æ ö÷ç + = + + = + =  + =÷ç ÷çè ø

  (do x > 0) 

Mặt khác: 

 3 2
3 2

1 1 1 1
x x x x 7.3 3 18

x x x x
æ öæ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ = + + - + = - =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè øè ø è ø

 

Và       
2

4 2
4 2

1 1
x x 2 49 2 47

x x
æ ö÷ç+ = + - = - =÷ç ÷çè ø

 

Nên      5 4 3
5 4 3

1 1 1 1
x x x x 47.3 18 123

x x x x
æ öæ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç+ = + + - + = - =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè øè ø è ø

 

  
Baøi 2:  Cho ba soá x,y,z thoûa maõn ñoàng thôøi : 

                                

2

2

2

2 1 0

2 1 0

2 1 0

x y

y z

z x

   
   
   

       

           Tính giaù trò cuûa bieåu thöùc : 2009 2009 2009A x y z    
 
Bài giải: 
Cộng từng vế các đẳng thức đã cho và biến đổi ta được; 
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          ( ) ( ) ( )22 2

x 1 0

x 1 y 1 z 1 0 y 1 0 x y x 1

z 1 0

ìï + =ïïïï+ + + + + =  + =  = = =-íïïï + =ïïî

 

Vậy ( ) ( ) ( )2009 2009 2009A 1 1 1 3= - + - + - = -  

 
 

Baøi 4: Cho 
4

4 3 2
16

4 8 16 16
aM

a a a a



   

. Tìm caùc giaù trò nguyeân cuûa a ñeå M coù giaù trò nguyeân 

 
 
 
Bài giải: 
Rút gọn biểu thức M  

  
  
   
   

4

4 3 2

4

3 2

2

2

16
4 8 16 16

16   
2 2 4 8

4 2 2
  

2 2 4

aM
a a a a

a
a a a a

a a a

a a a




   



   

  


  

 

Với a 2¹   thì 
a 2

A
a 2
+

=
-

 

Tìm a Î   để A Î   

Tiếp tục biến đổi A thành 
a 2 4

A 1
a 2 a 2
+

= = +
- -

  

Để  A Î   khi a Î    thì ta phải có: 

    a 2-  là ước của 4 

a 2 1 a 3

a 2 1 a 1

a 2 2 a 0

a 2 2 a 4

a 2 4

a a 6

a

2

2

4

é é- = =ê ê
ê ê- = - =ê ê
ê ê- = - =ê ê ê ê- = =ê ê
ê ê- = -ê ê
ê ê
- = =

ë ë

= -

ê ê

 

Đối chiếu với điều kiện của a ta có đáp số là: a 0;a 1;a 3;a 4;a 6= = = = =  
 
 
Bài 6:  Chứng minh rằng:  

 1) 
1 1 1

x(x 1) x x 1
= -

+ +
 

 2) 
( )( )

1 1 1 1
3x 1 3x 2 3 3x 1 3x 2

æ ö÷ç= - ÷ç ÷çè ø- + - +
 

 3) 
( ) ( ) ( )

1 1 1 1
x 1 x x 1 2 x 1 x x(x 1)

é ù
ê ú= -ê ú- + - +ë û

 

            
 
 
 
 
 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 



Áp dụng: Tính các tổng sau: 

  1) 
 

1 1 1 1...
1.2 2.3 3.4 . 1nS

n n
    


 

  2) 
( )( )n

1 1 1
S ...

2.5 5.8 3n 1 3n 2
= + + +

- +
 

  3) 
1 1 1 1...

1.2.3 2.3.4 3.4.5 ( 1)( 2)nS
n n n

    
 

 

III. MOÄT SOÁ VÍ DUÏ VEÀ ÖÙNG DUÏNG BIEÁN ÑOÅI ÑAÏI SOÁ TRONG GIAÛI TOAÙN: 
 
Bài 1: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 2A 2x 6x 1= - +  
 
 
Bài giải: 
Biến đổi biểu thức A 

  

( )2

2

2

A 2 x 3x 1

9 9
2 x 3x 1

4 2

3 7 7
2 x

2 2 2

= - +

æ ö÷ç= - + + -÷ç ÷çè ø

æ ö÷ç= - - ³-÷ç ÷çè ø

 

Dấu đẳng thức xảy ra khi 
3

x
2

= . Vậy 
7

minA
2

= -  

 
Bài 2: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức ( )( )( )( )A x 1 x 2 x 3 x 6= - + + +  

 
 
Bài giải: 
Biến đổi biểu thức A 

  

( )( )( )( )

( )( )

( )

2 2

22

A x 1 x 6 x 2 x 3

  x 5x 6 x 5x 6

  x 5x 36 36

= - + + +

= + - + +

= + - ³-

 

Dấu đẳng thức xảy ra khi x 0=  hoặc x 5= - . Vậy minA 36= -  
 
Bài 3: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 2 2A x xy y 3x 3y 2012= + + - - +  
 
 
Bài giải: 
Biến đổi biểu thức 4A 

                           
( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 2

4A 4x 4xy 4y 12x 12y 4.2012

   x 2xy y 3 x y 4 2xy 4x 4y 4.2012 12

   x y 3 x y 2 4.2009

A 2009

= + + - - +

= + + + + + + - - + -

= - + + - +
 ³

 

Dấu đẳng thức xảy ra khi 
x y 0 x 1

x y 2 0 y 1

- = ì =ì ïï ïï í í+ - =ï ï =ï ïî î
 . Vậy minA 2009=  

 
 
 

-------------------------------Hết-------------------------------- 
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Chuyeân ñeà 3: 
 

BIEÁN ÑOÅI CAÙC BIEÅU THÖÙC COÙ CHÖÙA CAÊN THÖÙC 
 
 

I. MOÄT SOÁ PHEÙP BIEÁN ÑOÅI CAÊN THÖÙC CÔ BAÛN: 
 
 
 Bieán ñoåi caên thöùc baäc hai: 

 2A A   (thường dùng) 

    
2

A A   A 0   

   . .       (A 0;B 0)A B A B  

        (A 0 , B 0)A A
B B

 

 2. .    (B 0)A B A B      

 

                  Chuù yù:             A  coù nghóa khi 0A   
 
 
 

 Bieán ñoåi caên thöùc baäc ba: 

 3 3A A  
 3 33 . .A B A B  

 
3

3
3     (B 0)A A

B B
   

 3 3 3. .A B A B  
 

 

Ví dụ 1:   1) Tính:  
1

A 20 3 45 125
5

    

     2) Rút gọn biểu thức: 
a 1 a 1 4a 4

B :
a 1a 1 a 1

   
      

  với a 0;a 1   

Ví dụ 2:  Hãy rút gọn các biểu thức sau: 

     1) A = 
14 7 15 5 1

:
2 1 3 1 7 5

  
     

 

     2) B = 
2

1

x x x

x x x




 
  0; 1x x   

 

   Ví dụ 3:   Cho biểu thức  
a 1 1 2

K :
a 1a 1 a a a 1

   
           

 

    1) Rút gọn biểu thức K. 

    2) Tính giá trị của K khi a 3 2 2   
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II. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN: 
 

Baøi 1: Chöùng minh ñaúng thöùc : 
2 3 5 13 48

1
6 2

  



   (1) 

 
Bài giải: 

 

 

2
2 3 52 3 5 13 48

(1)
6 2 6 2

2 3 5 2 3 1
                                                 

6 2

2 3 4 2 3                                                 
6 2

                                            

2 3 1

 

VT
   

 
 

  




 






 

 

2

2

2 3
    

6 2

2 3 3 1 2 2 3 8 4 3 6 2                                                 1
6 2 6 2 6 2 6 2 6

3

6 2

2

1




    




     

    

 

 

Baøi 2: Chöùng minh ñaúng thöùc : 

2 31 1
3 2 1

3 31 1 1 1
2 2

 
 

   

   (1) 

 
Bài giải: 

   2 2

3 3 3 31 1 1 1
2 2 2 2(1)

3 3 4 2 3 4 2 31 1 1 1 1 1
2 2 4 4

3 31 1
2 2                                                      

1 3 3 1
1 1

4 4
3 31 1

2 2                                                      
1 31 1

2

VT
   

   
 

     

 
 

 
 

 
 




2 3 2 3
2 2

3 1 3 3 3 3
2 2 2

2 3 2 3 (2 3)(3 3) (2 3)(3 3) 3 3 3 3                                                      1
6 63 3 3 3

 

 
  



         
    

 
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Baøi 3:   Chöùng minh ñaúng thöùc : 
4 449 20 6 49 20 6 3

2
  

    (1) 

 
 
Bài giải: 

                         

   

   

   

2 24 44 4

2 24 4

4 44 4

5 2 6 5 20 649 20 6 49 20 6VT(1)
2 2

5 2 6 5 20 6
         

2

3 2 3 2
         

2
3 2 3 2         2 3

2

    
 

  


  


  
 

 

Baøi 4: Cho a 0 . Chöùng minh raèng :
2 2

2
2 2 1 ( 1)

1 1
a a a a a a

a a a a
 

    
   

 

Hướng dẫn:  
Đặt ẩn phụ: a x=  
 

Baøi 5: Xeùt bieåu thöùc 3 9 3 2 1 1
2 1 2

a a aP
a a a a
  

   
   

. Tìm a ñeå 1P   

Hướng dẫn:  
Đặt ẩn phụ: a x=  
 

Baøi 6: Ruùt goïn bieåu thöùc : 5 3 29 12 5A      
Đáp số:  A 1=  
 

Baøi 7: Thu goïn bieåu thöùc : 2 3 6 8 4
2 3 4

P    


 
 

Đáp số: P 1 2= +  

Baøi 8: Cho 
2 2

1
1 1

x x x xM x
x x x x

 
   

   
 

 Ruùt goïn M vôùi 0 1x   
Hướng dẫn: 
+ Đặt x a=  
+ Kết quả: M 1 x= -  
 

Baøi 9:   Tính giaù trò cuûa bieåu thöùc : 3 2 2009A (3x 8x 2)   vôùi 
3( 5 2) 17 5 38x

5 14 6 5

 


 
 

Hướng dẫn: 

+ Rút gọn x sẽ được 
1

x
3

=  

+ Thay x vào A sẽ được 2009A 3=  
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Baøi 10: Cho 2
1 1

2 1 2 1

x 


 

. Tính giaù trò cuûa bieåu thöùc : 4 3 2 2007( 2 1)    A x x x x  

Hướng dẫn: 
+ Rút gọn x  
+ Thay x vào A  
 

Baøi 11:  Tính giaù trò cuûa bieåu thöùc : 4 2 2007P (x 4x 3)    

   vôùi giaù trò 3 10 9x ( 10 3)
6 19 6 10


 

 
 

Hướng dẫn: 
+ Rút gọn x  
+ Thay x vào A  
 
 

Baøi 12:   Cho soá 3 3x 9 4 5 9 4 5     

   1) Chöùng toû x laø nghieäm cuûa phöông trình 3x 3x 18 0   . 
   2) Tính x. 

Hướng dẫn: 
1) Ta có: 

                           
3 3

3 3 3

3

3

        x 9 4 5 9 4 5

x 18 3.x. 9 4 5 9 4 5

x 18 3x

x 3x 18 0

   

    

  

   

 

     Suy ra x là nghiệm của phương trình 3x 3x 18 0    
2) Giải phương trình (1) được x 3=  

Baøi 13:   Chöùng minh raèng 3 3125 125x 3 9 3 9
27 27

        laø moät soá nguyeân. 

Hướng dẫn: 
Giải tương tự bài 12 
 

Baøi 14:  Chöùng minh raèng soá : 0 2 2 3 6 3 2 3x        

   laø moät nghieäm cuûa phöông trình : 4 216 32 0x x   . 
Bài giải: 
Biến đổi phương trình:  

                                      24 2 216 32 0 8 32x x x        (1) 

Ta sẽ chứng minh: ( )22
0x 8 32- =  

Thật vậy:  

                              

 
 

    

2
0 0

2
0

22
0

2 2 3 6 3 2 3 8 2 2 3 2 3 2 3

                                                        8 2 2 3 2 3 2 3

8 4 2 3 6 3 3 3 3 4 3 32

x x

x

x

           

      

        

 

Vậy 0x  là nghiệm của phương trình 4 216 32 0x x    
 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 



Bài 18:  

 1) Chứng minh rằng : 
( )

1 1 1
n 1 n n n 1 n n 1

= -
+ + + +

 

 2) Tính tổng: 

   
1 1 1 1

S ...
2 2 3 2 2 3 4 3 3 4 100 99 99 100

= + + + +
+ + + +

 

 
 
 
 

-----------------------------Hết--------------------------- 
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Chuyeân ñeà 4: 
PHÖÔNG TRÌNH ÑAÏI SOÁ  

 
Nhắc lại:  
1) Một số phép biến đổi tương đương phương trình thường sử dụng 
 
 a) Chuyển vế một biểu thức từ vế này sang vế kia (nhớ đổi dấu của biểu thức). 
 b) Nhân hoặc chia hai vế của phương trình với một hằng số (khác 0) hoặc với một biểu thức 
                (khác không). 
 c) Thay thế một biểu thức bởi một biểu thức khác bằng với biểu thức đó. 
    Chú ý: Sử dụng dấu   khi thực hiện các phép biến đổi tương đương. 
    Lưu ý: 
 + Chia hai vế của phương trình cho biểu thức chứa ẩn đề phòng mất nghiệm. 
 + Bình phương hai vế của phương trình đề phòng dư nghiệm. 
 
2) Caùc böôùc giaûi moät phöông trình  
Böôùc 1: Tìm ñieàu kieän (neáu coù) cuûa aån soá ñeå hai veá cuûa pt coù nghóa 
Böôùc 2: Söû duïng caùc pheùp bieán ñoåi töông ñöông ñeå bieán ñoåi pt ñeán moät pt ñaõ bieát caùch giaûi  
Böôùc 3: Giaûi pt vaø choïn nghieäm phuø hôïp ( neáu coù) 
Böôùc 4: Keát luaän 

 
I. Phöông trình baäc nhaát: 
 

 1. Daïng :                               ax + b = 0 (1)                             




soá tham : ba,
soá aån : x

 

 2. Giaûi vaø bieän luaän: 
 
  Ta coù :                         (1)  ax = -b    (2) 
   

 Neáu a  0 thì  (2) 
a

b
x   

 Neáu a = 0 thì (2) trôû thaønh 0.x = -b 
              * Neáu b  0 thì phöông trình (1) voâ nghieäm 
              * Neáu b = 0 thì phöông trình (1) nghieäm ñuùng vôùi moïi x 

  Toùm laïi :  

 a  0 : phöông trình (1) coù nghieäm duy nhaát 
a

b
x                

 a = 0 vaø b  0 : phöông trình (1) voâ nghieäm                           
 a = 0 vaø b = 0 : phöông trình (1) nghieäm ñuùng vôùi moïi x        

 
AÙp duïng: 
Ví duï : Giaûi caùc phöông trình sau:   2m x 2 x 2m    
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3. Ñieàu kieän veà nghieäm soá cuûa phöông trình: 
 Ñònh lyù:          Xeùt phöông trình ax + b = 0   (1) ta coù: 
 

 (1) coù nghieäm duy nhaát               a  0  

 (1) voâ nghieäm                            







0

0

b

a
 

 (1) nghieäm ñuùng vôùi moïi x       







0

0

b

a
 

AÙp duïng: 
Ví duï :  

1) Vôùi giaù trò naøo cuûa a, b thì phöông trình sau nghieäm ñuùng vôùi moïi x 
         0)1( 24  bxaxa  
 2) Vôùi giaù trò naøo cuûa m thì phöông trình sau coù nghieäm 

            x m x 2
x 1 x 1
 


 

 

 
II. Phöông trình baäc hai:                    2 0ax bx c      (1)    ( 0a  ) 
 
1. Caùch giaûi: 

Tính bieät soá 2 4b ac          ( hoaëc ' 2 ''   vôùi b
2
bb ac    ) 

 Neáu 0   thì pt (1) voâ nghieäm 

 Neáu 0   thì pt (1) coù nghieäm soá keùp 1 2 2
bx x
a

     ( 
'

1 2
bx x
a

   ) 

 Neáu 0   thì pt (1) coù hai nghieäm phaân bieät 1,2 2
bx

a
  

  ( 
' '

1,2
bx

a
  

 )  

 Ví dụ: Giải phương trình 
1 3

2
x 2 6 x

+ =
- -

 

2. Tröôøng hôïp ñaëc bieät: 

  Neáu pt (1) coù caùc heä soá thoaû maõn  a+b+c = 0 thì pt (1) coù hai nghieäm laø 1 21  vaø x cx
a

   

  Neáu pt (1) coù caùc heä soá thoaû maõn  a-b+c = 0 thì pt (1) coù hai nghieäm laø 1 21  vaø x cx
a

      

3. Ñieàu kieän veà nghieäm soá cuûa baäc hai: 
    Ñònh lyù :             Xeùt phöông trình :   2 0ax bx c      (1)    ( 0a  ) 

     Pt (1) voâ nghieäm                                                   0    
     Pt (1) coù nghieäm keùp                                            0    
     Pt (1) coù hai nghieäm phaân bieät                             0    
     Pt (1) coù nghieäm ( hoaëc coù hai nghieäm)              0    

 Ñaëc bieät : 
                            Neáu pt(1) coù heä soá a,c thoaû a.c < 0 thì pt(1) luoân coù hai nghieäm phaân bieät. 
4. Ñònh lyù VIEÙT ñoái vôùi phöông trình baäc hai: 
  Ñònh lyù thuaän: Neáu phöông trình baäc hai :   2 0ax bx c      ( 0a  ) coù hai nghieäm x1, x2 thì 
 

1 2

1 2.

bS x x
a

cP x x
a

    

  


 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 



  Ñònh lyù ñaûo :    Neáu coù hai soá ,x y  maø   x y S    vaø . Px y   )4( 2 PS   thì ,x y  laø nghieäm cuûa  
                                phöông trình 
 
                                                                       2X S.X P 0- + =  
 
 YÙ nghóa cuûa ñònh lyù VIEÙT: 

Cho pheùp tính giaù trò caùc bieåu thöùc ñoái xöùng cuûa caùc nghieäm vaø xeùt daáu caùc nghieäm maø khoâng caàn 
giaûi phöông trình .                             
Bieåu thöùc ñoái xöùng giöõa caùc nghieäm x1vaø  x2 cuûa phöông trình ax2 + bx + c = 0 
laø bieåu thöùc coù giaù trò khoâng thay ñoåi khi ta hoaùn vò x1 , x2 
Ta coù theå bieåu thò ñöôïc caùc bieåu thöùc ñoái xöùng giöõa caùc nghieäm x1, x2 theo S vaø P 

 
VÍ DUÏ: 
 Kyù hieäu n

2
n
1n xxS  . Ta laàn löôït coù:                          

52
5

5
2

5
1

25
2

5
1

10
2

10
110

1
4

4521
4
2

4
1

4
2

4
1

5
2

5
1

9
2

9
19

42
4

4
2

4
1

24
2

4
1

8
2

8
18

1
3

3421
3
2

3
1

3
2

3
1

4
2

4
1

7
2

7
17

32
3

3
2

3
1

23
2

3
1

6
2

6
16

1
2

2321
2
2

2
1

2
2

2
1

3
2

3
1

5
2

5
15

22
2

2
2

2
1

22
2

2
1

4
2

4
14

3
2121

3
21

3
2

3
13

2
21

2
21

2
2

2
12

211

P2Sxx2)xx(xxS
SPSS)xx(xx)xx)(xx(xxS

P2Sxx2)xx(xxS
SPSS)xx(xx)xx)(xx(xxS

P2Sxx2)xx(xxS
SPSS)xx(xx)xx)(xx(xxS

P2Sxx2)xx(xxS
PS3S)xx(xx3)xx(xxS

P2Sxx2)xx(xxS
SxxS





















 

Tính töông töï cho: S11, S12, ... 
Ví duï 1: 
 Cho x1, x2 laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 

01xx2   
1. Haõy laäp phöông trình baäc hai coù hai nghieäm laø  2x1 - x2 vaø 2x2 - x1 
2. Haõy tính giaù trò cuûa bieåu thöùc 

a) A = 2
2

2
1 xx                    b) B = 3

2
3
1 xx                    c) C = 4

2
4
1 xx    

d)  D = 5
2

5
1 xx  ;                 e) E = 6

2
6
1 xx                     f) F  = 7

2
7
1 xx   

Ví duï 2: Cho phöông trình: 02x5x2   
    Goïi 21 x,x laø caùc nghieäm. Tính giaù trò cuûa caùc bieåu thöùc:   

       a) 6
2

6
1 xxA                    b)  B  = 8

2
8
1 xx   

Ví duï 3: Goïi x1, x2 laø hai nghieäm cuûa phöông trình: 083x4x2   
              Tính giaù trò cuûa caùc bieåu thöùc:   

2
3
1

3
21

2
221

2
1

xx5xx5
x6xx10x6Q




  

Ví duï 4: Cho x1, x2 laø hai nghieäm cuûa phöông trình : )0a( 0cbxax2   
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  a) Tính giaù trò cuûa bieåu thöùc : 4
2

4
1 x

1
x
1A   theo a, b, c 

  b) Chöùng minh raèng : 
2
7

)31(
1

)31(
1

44






 

  c) Chöùng minh raèng : 198)21()21( 66   
 
5. Daáu nghieäm soá cuûa phöông trình baäc hai: 
 

a. Ñònh lyù: Xeùt phöông trình baäc hai :   2 0ax bx c      (1)    ( 0a  ) 

  Pt (1) coù hai nghieäm döông phaân bieät    
> 0

    P > 0
S > 0


 



 

  Pt (1) coù hai nghieäm aâm phaân bieät         
> 0

    P > 0
S < 0


 



 

  Pt (1) coù hai nghieäm traùi daáu                        P < 0  
 

 Ví dụ: Cho phương trình: ( )2 2x 2 m 1 x m 4m 5 0- + + - + =  

  Định m để phương trình có hai nghiệm phân biệt đều dương. 
 b. Moïi tam thöùc baäc hai f(x) = ax2+bx+c (a0) ñieàu coù theå bieåu dieån thaønh 
 

                       2 2( ) ( )
2 4
bf x ax bx c a x
a a


       

 
 
 Ví dụ: Tìm giá trị giá trị nhỏ nhất của tam thức 2f(x) 2x 5x 12= + -  

 Ví dụ: Tìm giá trị giá trị lớn nhất của phân thức 2

2
x x 1- +

 

 Ví dụ: Cho phương trình: ( )2x 2 m 1 x 2m 4 0- - + - =  

  1) Chứng minh pt (1) có hai nghiệm phân biệt với mọi m 
  2) Gọi 1 2x , x  là hai nghịệm của pt. Tìm GTNN của biểu thức 2 2

1 2A x x= +  
     

c. Coâng thöùc phaân tích tam thöùc baäc hai thaønh nhaân töû: 
 

    Neáu tam thöùc baäc hai f(x)= 2ax bx c     ( 0a  ) 
    coù hai nghieäm laø x1,x2 thì tam thöùc ñöôïc phaân tích thaønh : 
       
                                            f(x) = a(x-x1)(x-x2) 
 

 

 Ví dụ: Phân tích thành nhân tử biểu thức      2 22 5 2x xy y x y  
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d. Daáu cuaû nhò thöùc baäc nhaát f(x) = ax+b  ( a0) 
    Baûng xeùt daáu: 

                   x                               b
a

                              

 
                 f(x)             Traùi  daáu  a      0     Cuøng daáu a 
 

 Ví dụ: Giải bất phương trình: 
2x 3

0
3 x

-
>

-
 

 
II.  PHÖÔNG TRÌNH BAÄC BOÁN QUY VEÀ BAÄC HAI  BAÈNG PHEÙP ÑAËT AÅN PHUÏ 

 
 

1.Daïng I:                                               4 2 0    ( a  0 )ax bx c      
 

 
                                         Ñaët aån phuï : t = x2 

 Ví dụ: Giải phương trình: 4 29x 2x 32 0+ - =  
 
2. Daïng II.                       ( )( )( )( )     ( k  0 )x a x b x c x d k        trong ñoù  a+b = c+d 
 

 
                                        Ñaët aån phuï : t = (x+a)(x+b) 

  
 
3.Daïng III:                                     4 4( ) ( )     ( k  0 )x a x b k      
 

                                       Ñaët aån phuï : t =  
2

a bx 
  

 
 
4.Daïng IV:                                         4 3 2 0ax bx cx bx a      
 

 
                                Chia hai veá phöông trình cho x2  
 

                                    Ñaët aån phuï : t = 1x
x

  
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III . PHÖÔNG TRÌNH BAÄC BA 
 

3 2 0ax bx cx d      (1)    ( 0a  ) 
 

1.Caùch giaûi:  AÙp duïng khi bieát ñöôïc moät nghieäm cuûa phöông trình (1) 
Böôùc 1: Nhaåm moät nghieäm cuûa phöông trình (1). Giaû söû nghieäm laø x = x0 
Böôùc 2: Söû duïng pheùp CHIA ÑA THÖÙC hoaëc sô ñoà HOOÙCNE ñeå phaân tích veá traùi thaønh nhaân 
                 töû vaø  ñöa pt (1) veà daïng tích soá : 
    Sô ñoà 

 
 
                   Trong ñoù: 
                                        0           x

0 0
a A, x .A b B, x .B c C, .C d 0        

  
     (1)       (x-x0)(Ax2+Bx+C) = 0 

              0

2
  

0    (2)

x x

Ax Bx C


 

  
 

Böôùc 3: Giaûi phöông trình (2) tìm caùc nghieäm coøn laïi ( neáu coù). 
 
    Ví dụ: Giải phương trình: 3 2x 9x 11x 21 0+ + - =  
 

IV. CAÙC PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI PHÖÔNG TRÌNH ÑAÏI SOÁ  
 

1.Phöông phaùp 1:     Bieán ñoåi phöông trình ñaõ cho veà phöông trình ñaõ bieát caùch giaûi. 
 
2.Phöông phaùp 2:     Bieán ñoåi phöông trình ñaõ cho veà daïng tích soá : A.B = 0; A.B.C = 0. 

Ñònh lyù:       
0

. 0
0

A
A B

B


   
   ;   

0
. . 0 0

0

A
A B C B

C


  
 

 

3.Phöông phaùp 3:      Ñaët aån phuï ñöa phöông trình ñaõ cho veà daïng ñaõ bieát caùch giaûi. 
 
4.Phöông phaùp 4:      Bieán ñoåi phöông trình veà heä phöông trình . 
 

Ñònh lyù1:                        Vôùi 0, 0A B   thì         
0

0
0

A
A B

B


    
 

 

Ñònh lyù 2:                       Vôùi A, B baát kyø thì          2 2 0
0

0
A

A B
B


    
 

 
Ñònh lyù 3:  

                                        Vôùi vaø B KA K   ( K laø haèng soá ) thì              
A K

A B
B K


   
 

 
 
 
 
 
 

 a b c d 
x0 A B C 0 (soá 0) 
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B. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN : 
Baøi 1: Cho phöông trình coù aån soá x : 2x 2(m 1)x 3 m 0      
 1) Chöùng toû raèng phöông trình coù nghieäm vôùi moïi m. 
 2) Tìm m sao cho nghieäm soá x1 , x2 cuûa phöông trình thoûa maõn ñieàu kieän: 2 2

1 2x x 10   
Baøi 2: Cho phöông trình baäc hai aån x : 2x 2mx 2m 1 0    . 
 1) Chöùng toû phöông trình coù nghieäm x1 , x2  vôùi moïi m. 
 2) Ñaët A = 2 2

1 2 1 22(x x ) 5x x   
  a) Chöùng toû A = 28m 18m 9   
  b) Tìm m sao cho A = 27 
 3) Tìm m sao cho phöông trình coù nghieäm naøy baèng hai nghieäm kia. 
Baøi 3: Cho phöông trình : 2(m 1)x 2(m 1)x m 0      ( aån soá laø x ) 
 a) Ñònh m ñeå phöông trình coù nghieäm keùp. Tính nghieäm keùp naøy  
 b) Ñònh m ñeå phöông trình coù hai nghieäm ñeàu aâm 
Baøi 3: Cho phöông trình : 2 2x (2m 3)x m 3m 0      
 a) Chöùng toû raèng phöông trình luoân luoân coù hai nghieäm khi m thay ñoåi 
 b) Ñònh m ñeå phöông trình coù hai nghieäm x1 , x2 thoûa 1 < x1 < x2 < 6. 
Baøi 4: Cho phöông trình : 2(m 2)x (2m 1)x 3 m 0       
 a) Chöùng toû raèng phöông trình coù nghieäm vôùi moïi m 
 b) Tìm m sao cho phöông trình coù nghieäm naøy baèng hai nghieäm kia 
Baøi 5: Cho phöông trình : 2x 4x m 1 0     
 a) Ñònh m ñeå phöông trình coù nghieäm. 
 b) Ñònh m ñeå phöông trình coù hai nghieäm x1 , x2 thoûa : 2 2

1 2x x 10   
Baøi 6: Cho phöông trình : 2x 2mx m 2 0     
 a) Xaùc ñònh m ñeå phöông trình coù hai nghieäm khoâng aâm 
 b) Tính giaù trò cuûa bieåu thöùc 1 2E x x   theo m. 

Baøi 7: Cho phöông trình : 23x mx 2 0     

 Xaùc ñònh m ñeå phöông trình coù hai nghieäm thoûa maõn 2 2
1 2

5x x
9

   

Baøi 8: Cho phöông trình : 2 2x 2(m 4)x m 8 0      
 Xaùc ñònh m ñeå phöông trình coù hai nghieäm x1 , x2 thoûa maõn : 
 a) 1 2 1 2A x x 3x x    ñaït giaù trò lôùn nhaát. 
 b) 2 2

1 2 1 2B x x x x    ñaït giaù trò nhoû nhaát. 
 c) Tìm heä thöùc giöõa x1 , x2 khoâng phuï thuoäc vaøo m 
Baøi 9: Cho phöông trình : 2 2x 4x (m 3m) 0     
 a) Chöùng toû phöông trình coù nghieäm x1 , x2  vôùi moïi m. 
 b) Xaùc ñònh m ñeå : 2 2

1 2 1 2x x 4(x x )    
 c) Laäp phöông trình baäc hai aån y coù hai nghieäm y1 , y2 thoûa maõn : 

  y1+y2 = x1 + x2   vaø 1 2

2 1

y y 3
1 y 1 y

 
 

 

Baøi 10: Cho phöông trình : 2x 2(m 3)x 2(m 1) 0      
 a) Chöùng toû phöông trình coù nghieäm x1 , x2  vôùi moïi m. 
 b) Goïi x1 , x2  laø 2 nghieäm cuûa phöông trình . Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa bieåu thöùc:P= 2 2

1 2x x . 
Baøi 11: Cho phöông trình : 2 22 3 3 0mx mx m m       (1) 
 a) Ñònh m ñeå phöông trình (1) voâ nghieäm 
 b) Ñònh m ñeå phöông trình (1) coù hai nghieäm phaân bieät x1,x2 thoaû maõn : 1 2 1x x   

          

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 



Baøi 12: Cho phöông trình : 2 2( 1) 2 4 0x m x m      
 a) Chöùng minh raèng phöông trình (1) coù hai nghieäm phaân bieät 
 b) Goïi x1,x2 laø hai nghieäm phaân bieät cuûa phöông trình (1)  
      Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa 2 2

1 2y x x   
          
Baøi 13: Giaûi caùc phöông trình sau: 

1. 4 210 9 0x x    
2. ( 1)( 2)( 3)( 4) 3x x x x      
3. 2 2( 3 4)( 6) 24x x x x      
4. 4 4( 2) ( 3) 1x x     
5. 4 3 23 6 3 1 0x x x x      

Baøi 14: 
Giaûi caùc phöông trình sau: 
1. 3 26 11 6 0x x x     
2. 3 24 29 24 0x x x     
3. 3 22 2 0x x x     

Baøi 15: 
Cho phöông trình baäc ba : 3 2 2 2(2 1) (3 6 2) 3 4 2 0   (1)x m x m m x m m          

1. Chöùng minh raèng phöông trình (1) luoân coù ba nghieäm phaân bieät x1,x2,x3 trong ñoù x1=1 vôùi moïi m 
2. Xaùc ñònh m ñeå bieåu thöùc P = 1 2 3x x x   ñaït giaù trò nhoû nhaát. Tìm giaù trò nhoû nhaát ñoù vaø caùc nghieäm 

x1,x2,x3 töông öùng . 
Baøi 16: Giaûi caùc phöông trình sau: 

 1.
22 1 7 6

3 2 1 6
x x x

x x
 

 


 

 2. 4 3 22 5 4 12 0x x x x      
 3. 2 3 4( 2) ( 3) ( 4) 2x x x       
 4. (x+9)(x+10)(x+11) -8x = 0                   
 5. (4 1)(12 1)(3 2)( 1) 4x x x x              

 6. 
2

2

48 410( )
3 3
x x

x x
                               

Baøi 17: 
 Cho phöông trình : 4 22 4 0x mx    
 Tìm giaù trò cuûa tham soá m ñeå phöông trình coù 4 nghieäm phaân bieät x1,x2,x3,x4 thoaû maõn  
                                                                  4 4 4 4

1 2 3 4 32x x x x            
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Chuyeân ñeà 5: 

     HEÄ PHÖÔNG TRÌNH ÑAÏI SOÁ 
 

 
I. Heä phöông trình baäc nhaát hai aån 
 

                                                             Daïng :        1 1 1

2 2 2

a x b y c
a x b y c

 
  

 

 
a. Caùch giaûi : Pheùp theá , pheùp coäng . 
b. Caùc ví duï: 

 Ví dụ 1: Giải các phương trình sau:   

    1) 5x 6y 17
9x y 7

 
    2) 7x 2y 17

3x 2y 5
 
    3) 

  

  

1 1
x 3 y 3 xy 36

2 2
1 1

xy x 2 y 4 26
2 2

    

    


 

 Ví dụ 2: Giải các hệ phương trình:  

                         1)  

16 16
1

x y
3 6 1

x y 4

  

  


                     2) 

2 1
3

x y x y
1 3

1
x y y x

ìïï + =ï + -ïïíïï - =ïï + -ïî

 

                                                                                         Đáp số: 1) x 24
y 48

 ;      2) 

77
x

20
63

y
20

ìïï =ïïïíïï = -ïïïî

  

           Ví dụ 3:  Cho phương trình: 2x 3y m
15x 3y 3

 
  . Tìm giá trị của m để hệ phương trình sau có nghiệm  x; y   

                           sao cho x 0, y 0  . 

           Ví dụ 4:  Cho hệ phương trình : 
2 5

3 0

x my

x y

 
  

  (1) 

                          Tìm giá trị của m để hệ  (1) có nghiệm ( x; y) thoả mãn hệ thức: 
m+1

x - y + 4
m-2

         

II. Heä phöông trình ñoái xöùng : 
1. Heä phöông trình ñoái xöùng loaïi I: 

a.Ñònh nghóa: Ñoù laø heä chöùa hai aån x,y maø khi ta thay ñoåi vai troø x,y cho nhau thì heä phöông trình 
                        khoâng thay ñoåi. 
b.Caùch giaûi: 
 
Böôùc 1: Ñaët x+y=S vaø xy=P vôùi 2 4S P ta ñöa heä veà heä môùi chöùa hai aån S,P. 
Böôùc 2: Giaûi heä môùi tìm S,P . Choïn S,P thoaû maõn 2 4S P . 
Böôùc 3: Vôùi S,P tìm ñöôïc thì x,y laø nghieäm cuûa phöông trình :  

   2 0X SX P    ( ñònh lyù Vieùt ñaûo ). 
 

c. Ví duï :  
    Ví dụ 1: Giải các hệ phương trình sau 

  1) 2 2

x y xy 3

x y 2

ì + + =ïïïíï + =ïïî
                       2) 2 2

7
3 3 16

x y xy

x y x y

   


   
 

                Ví dụ 2:  
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BÀI TẬP RÈN LUYỆN 

Bài 1: Giải hệ phương trình: 

2 2

4 2 2 4

x xy y 7

x x y y 21

ì - + =ïïïíï + + =ïïî
 

          Đáp số: 
x 1 x 2

;
y 2 y 1

ì ì= = -ï ïï ïí íï ï= - =ï ïî î
 

Bài 2: Giải hệ phương trình: 
( )( )

( ) ( )

x 1 y 1 8

x x 1 y y 1 xy 17

ì + + =ïïïíï + + + + =ïïî
 

 

          Đáp số: 
x 1 x 3

;
y 3 y 1

ì ì= =ï ïï ïí íï ï= =ï ïî î
 

Bài 3: Giải hệ phương trình: 
mx y 1

x y m

ì + = -ïïí + = -ïïî
 

 Tìm m để hệ có nghiệm duy nhất ( )x;y  thỏa mãn 2y x=   

          Đáp số: m 0;m 2= = -  
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Chuyeân ñeà 6:                                           

     BAÁT ÑAÚNG THÖÙC 
 

I. Soá thöïc döông, soá thöïc aâm: 
 Neáu x laø soá thöïc döông, ta kyù hieäu x > 0 
 Neáu x laø soá thöïc aâm, ta kyù hieäu x < 0 
 Neáu x laø soá thöïc döông hoaëc x= 0, ta noùi x laø soá thöïc khoâng aâm, kyù hieäu 0x  
 Neáu x laø soá thöïc aâm hoaëc x= 0, ta noùi x laø soá thöïc khoâng döông, kyù hieäu 0x  

II. Khaùi nieäm baát ñaúng thöùc: 
             1. Ñònh nghóa : Soá thöïc a goïi laø lôùn hôn soá thöïc b, kyù hieäu a > b neáu a-b laø moät soá döông, töùc  
                                         laø a-b > 0. Khi ñoù ta cuõng kyù hieäu b < a 
                                    Ta coù:                                   0a b a b     

 Neáu a>b hoaëc a=b, ta vieát ba  . Ta coù: 
        0b-a     ba  

Quy öôùc :  
 Khi noùi veà moät baát ñaúng thöùc maø khoâng chæ roõ gì hôn thì ta hieåu raèng ñoù laø moät baát 

ñaúng thöùc ñuùng. 
 Chöùng minh moät baát ñaúng thöùc laø chöùng minh baát ñaúng thöùc ñoù ñuùng  

III. Caùc tính chaát cô baûn cuûa baát ñaúng thöùc : 

1. Tính chaát 1:                          
a b

a c
b c


  
 

2. Tính chaát 2:                            a b a c b c      
Heä quaû 1:          a b a c b c      
Heä quaû 2:          a c b a b c      

3. Tính chaát 3:                           
a b

a c b d
c d


    
 

4. Tính chaát 4:                           
 neáu  c > 0
 neáu  c < 0

ac bc
a b

ac bc


  


 

Heä quaû 3:         a b a b      

Heä quaû 4:         
  neáu  c > 0

  neáu  c < 0

a b
c ca b
a b
c c

   
 


 

5. Tính chaát 5:                       
0
0

a b
ac bd

c d
 

   
 

6. Tính chaát 6:                            1 10 0a b
a b

      

7. Tính chaát 7:               nn baNnba  *,0               
8. Tính chaát 8:               n baNnba  n   *,0  
 Heä quaû 5:             Neáu a vaø b laø hai soá döông thì : 
         22 baba   
                               Neáu a vaø b laø hai soá khoâng aâm thì : 
         22 baba   
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IV. Baát ñaúng thöùc lieân quan ñeán giaù trò tuyeät ñoái : 

1. Ñònh nghóa: 
     neáu  x  0

    ( x )
   neáu  x < 0


 



x
x R

x
 

2. Tính chaát :  2 20  ,   x  ,  x x   ,  -x xx x     

3. Vôùi moïi Rba ,  ta coù : 
 a b a b    

 a b a b    

 . 0a b a b a b      

 . 0a b a b a b      

V. Baát ñaúng thöùc trong tam giaùc : 
Neáu a, b, c laø ba caïnh cuûa moät tam giaùc thì : 

 a > 0, b > 0, c > 0 
 b c a b c     

 c a b c a     

 a b c a b     
 a b c A B C      

VI. Caùc baát ñaúng thöùc cô baûn : 
a. Baát ñaúng thöùc Cauchy: 

Cho hai soá khoâng aâm a; b ta coù :                                        
2

a b ab
  

Daáu "=" xaûy ra khi vaø chæ khi a=b 
 

Cho ba soá khoâng aâm a; b; c ta coù :                                3

3
 


a b c abc  

Daáu "=" xaûy ra khi vaø chæ khi a=b=c 
 
Toång quaùt : 
Cho n soá khoâng aâm a1,a2,...an ta coù : 

                                                                                  1 2
1 2

... . ...n n
n

a a a
a a a

n
  

  

Daáu "=" xaûy ra khi vaø chæ khi a1 = a2 =...= an 
 
Caùc phöông phaùp cô baûn chöùng minh baát ñaúng thöùc : 
 
                                   Ta thöôøng söû duïng caùc phöông phaùp sau  
 
1. Phöông phaùp 1:        Phöông phaùp bieán ñoåi töông ñöông  
Bieán ñoåi töông ñöông baát ñaúng thöùc caàn chöùng minh ñeán moät baát ñaúng thöùc ñaõ bieát raèng ñuùng . 
 
Ví duï: 
 Chöùng minh caùc baát ñaúng thöùc sau: 
 1. 2 2 2a b c ab bc ca          vôùi moïi soá thöïc a,b,c 
 2. 2 2 1a b ab a b               vôùi moïi a,b 
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2. Phöông phaùp 2:         Phöông phaùp toång hôïp 
 
Xuaát phaùt töø caùc baát ñaúng thöùc ñuùng ñaõ bieát duøng suy luaän toaùn hoïc ñeå suy ra ñieàu phaûi chöùng  
minh. 

Ví duï 1: a) Cho hai soá döông a vaø b thoaû maõn 3a 2b 1  . Chöùng minh: 1
ab

24
  

    b) Cho hai soá döông a vaø b thoaû maõn ab 1 . Chöùng minh: 4a 9b 12   

Ví duï 2:  Cho x, y laø caùc soá thöïc döông thoûa maõn ñieàu kieän 
4

5
 yx . Chöùng minh raèng: 5

4

14


xx
  

Ví duï 3:  Cho x,y,z laø caùc soá döông. Chöùng minh raèng: x y y z z x
8

y z z x x y

           
    

 

Ví duï 4:  Cho ba soá döông a, b, c . Chöùng minh raèng : 9








c

cba

b

cba

a

cba  

Ví duï 5: Cho a,b,c >0 vaø abc=1. Chöùng minh raèng :  3b c c a a b a b c
a b c
  

       

                                  
              
                                                     ÖÙNG DUÏNG BAÁT ÑAÚNG THÖÙC TÌM  

GIAÙ TRÒ LÔÙN NHAÁT VAØ GIAÙ TRÒ NHOÛ NHAÁT CUÛA CAÙC BIEÅU THÖÙC ÑAÏI SOÁ 
 

Phöông phaùp: 
Ñeå tìm GTLN cuûa bieåu thöùc A (phuï thuoäc vaøo moät hay nhieàu bieán) ta coù theå thöïc hieän nhö sau: 
 Böôùc 1: Chöùng minh :  haèng soá MA   
 Böôùc 2: Chæ ra caùc bieán ñeå MA   
 Böôùc 3: Keát luaän GTLN cuûa A laø M. 
Ñeå tìm GTNN cuûa bieåu thöùc A (phuï thuoäc vaøo moät hay nhieàu bieán) ta coù theå thöïc hieän nhö sau: 
 Böôùc 1: Chöùng minh :  haèng soá mA   
 Böôùc 2: Chæ ra caùc bieán ñeå A m  
 Böôùc 3: Keát luaän GTNN cuûa A laø m 
BAØI TAÄP REØN LUYEÄN 
Baøi 1: 

 Cho x,y laø hai soá döông thay ñoåi sao cho 4 9 1
x y
  . Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa caùc bieåu thöùc  

   a. P = xy 
   b. Q= x + y 
Baøi 2: 
 Cho x,y thay ñoåi sao cho 0 3x  vaø 0 4y  . Tìm giaù trò lôùn nhaát cuûa bieåu thöùc  
    P = (3-x)(4-y)(2x+3y) 
Baøi 3: 
 Soá thöïc x thay ñoåi vaø thoaû maõn ñieàu kieän 2 2(3 ) 5x x   . Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa bieåu thöùc 
   P = 4 4 2 2(3 ) 6 (3 )x x x x     
Baøi 4: 
 Cho x,y laø caùc soá döông thoaû maõn : 2 2 4x y  . Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa bieåu thöùc 

    2 21 1( ) ( )T x y
x y

     

Baøi 5: 
 Cho x,y laø hai soá döông coù toång baèng 1.Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa caùc bieåu thöùc 
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a. 2 21 1( ) ( )A x y
x y

     

b. 4 4 12( )
4

B x y
xy

    

c. 1 1(1 )(1 )C
x y

    

Baøi 6: 
 Cho hai soá döông x,y thay ñoåi vaø thoaû x+y=5. Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa toång  

   1 1P
x y

   

Chuù yù : Ngoaøi caùch tìm GTLN vaø GTNN baèng caùch söû duïng baát ñaúng thöùc, ta coù theå söû duïng phöông  
              phaùp  ñieàu kieän coù nghieäm cuûa phöông trình baäc hai  
Ví duï : Tìm giaù trò lôùn nhaát vaø giaù trò nhoû nhaát cuûa 

  1.
2

2

2
2

xy
x x




 
                      2.

2

2 5 7
xy

x x


 
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Chuyeân ñeà 7     
                            
     PHÖÔNG TRÌNH CHÖÙA GIAÙ TRÒ TUYEÄT ÑOÁI 
 
 
 
I. Ñònh nghóa vaø caùc tính chaát cô baûn : 
 

           1. Ñònh nghóa:                  
A     neáu  A  0

   
   neáu  A < 0

A
A


 


 

2. Tính chaát :  
                  2 20  ,   A  A A   

 
Lưu ý:                          2A A=  

 
II. Caùc ñònh lyù cô baûn :  
  

a) Ñònh lyù 1 :   Vôùi A   0 vaø B   0 thì               A = B      A2 = B2 

 
 b) Ñònh lyù 2 :   Vôùi A  0 vaø  B  0 thì                A > B      A2 >  B2 
 
III. Caùc phöông trình cô baûn & caùch giaûi : 
 
       Phương pháp chung để giải loại này là KHỬ DẤU GIÁ TRỊ TUYỆT ĐỐI bằng định nghĩa hoặc  
        nâng lũy thừa. 
 
              * Daïng 1 :   BABA          

                                                 

              * Daïng 2 :   








BA

B
BA

0
        ,                    

                                                                                                                          
                                                  
IV. Caùc caùch giaûi phöông trình chöùa giaù trò tuyeät ñoái  thöôøng söû duïng : 
              
  * Phöông phaùp 1 :       Bieán ñoåi veà daïng cô baûn 
 
      Ví duï :       Giaûi  caùc phöông trình sau : 
 
 1) xxxx 22 22               2) 3342  xxx                                                                

  * Phöông phaùp 2 :      Söû duïng phöông phaùp chia khoaûng 
 
        Ví duï :        Giaûi phöông trình sau : ( )x 1 2x 1 3- - =  
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Chuyeân ñeà 8: 
         PHÖÔNG TRÌNH COÙ CHÖÙA CAÊN THÖÙC 

 
 

I. CAÙC KIEÁN THÖÙC CÔ BAÛN: 
1. Caùc coâng thöùc vaø tính chaát cô baûn: 

 A  coù nghóa khi 0A   
 0 vôùi A 0A    

 2     neáu A 0
     vaø  A

  neáu A < 0
A

A A
A


  


 

 2( )    vôùi A 0A A   
 . .     khi  A,B 0A B A B   
 . .     khi  A,B 0A B A B     

2. Caùc ñònh lyù cô baûn: 
 1. Ñònh lyù 1: Vôùi A,B baát kyø thì :       2 2     AA B B    
 2. Ñònh lyù 2: Vôùi , 0A B   thì     :      2 2     AA B B    

 3. Ñònh lyù 3:                                    2

B 0
A        B

A B

  


 

 4. Ñònh lyù 4: Vôùi , 0A B   thì :      
A=0

0     
B=0

A B


   


 

 5. Ñònh lyù 5:                              2 2 A=0
0      

B=0
A B


   


 

 6. Ñònh lyù 6: 
A=K

Vôùi A K  vaø B K ( K laø haèng soá ) thì :     A=B    
B=K


   


 

II. CAÙC PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI PHÖÔNG TRÌNH COÙ CHÖÙA CAÊN THÖÙC: 
 1. Phöông phaùp 1: Naâng luyõ thöøa khöû caên thöùc 

Ví duï : Giaûi phöông trình :  
 1. 1 2 2 3x x x      

   2. ( 2) ( 5) ( 3)x x x x x x      

   3. 11x x
x

    

   4. 3 3 31 1 5x x x      
 2. Phöông phaùp 2: Ñaët aån phuï chuyeån veà phöông trình ñaïi soá  

Ví duï : Giaûi phöông trình : 

   1. 2 23 2 2 1x x x x x      

   2. 3 12 1
3 1

x x
x x


 


 

   3. 3 2 32 5 3x x   
 3. Phöông phaùp 3: Ñaët aån phuï chuyeån veà heä phöông trình ñaïi soá  

Ví duï : Giaûi phöông trình :  

   1. 2 225 10 3x x     
   2. 3 2 1 1x x     

   3. 3 25 1 2( 2)x x    
4.  Phöông phaùp 4: Bieán ñoåi phöông trình veà heä phöông trình 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 



  Ví duï : Giaûi phöông trình : 
   1. 22 3 5 2 3 12 14x x x x       
   2. 2 4 5 2 2 3x x x     
 5. Phöông phaùp 5: Bieán ñoåi phöông trình veà daïng tích soá  

Ví duï : Giaûi phöông trình :  
2( 5 2)(1 7 10) 3x x x x        

 6. Phöông phaùp 6: Bieán ñoåi phöông trình veà phöông trình coù chöùa giaù trò tuyeät ñoái  
Ví duï : Giaûi phöông trình :  

 1. 3 4 1 8 6 1 5x x x x         
 

 2. 2 3 2 5 2 2 5 2 2x x x x         
II. BAØI TAÄP REØN LUYEÄN: 
 Baøi 1: Cho phöông trình : 22 1 6 11 0x x m m       
  a. Giaûi phöông trình khi m=2   

b. Chöùng minh raèng phöông trình coù nghieäm vôùi moïi m 
 Baøi 2: Cho phöông trình : 1   (1)  trong ñoù m laø tham soáx x m    
  a. Giaûi phöông trình (1) khi m=1 
  b. Tìm taát caû caùc giaù trò cuûa m ñeå phöông trình (1) coù hai nghieäm phaân bieät. 
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Chuyeân ñeà 9: 
HÌNH HOÏC PHAÚNG  

 
A. Kieán thöùc boå sung quan troïng : 
1.Ñònh lyù Meùneùlaus: 
Cho ba ñieåm A’,B’,C’ laàn löôït naèm treân ba ñöôøng thaúng chöùa ba caïnh BC,CA,AB cuûa tam giaùc ABC sao 
cho trong chuùng hoaëc khoâng coù ñieåm naøo, hoaëc coù ñuùng hai ñieåm thuoäc caïnh tam giaùc ABC. Khi ñoù: 

                                
' ' '

' ' '
' ' ', ,  thaúng haøng     . . 1A B B C C AA B C

A C B A C B

 
     

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
2. Ñònh lyù Ceùva: 
Cho ba ñieåm A’,B’,C’laàn löôït thuoäc ba caïnh BC, CA, AB . Khi ñoù  

                    
' ' '

' ' '
' ' '

A, ,  ñoàng quy taïi moät ñieåm I    . . 1B B C C AAA BB CC
A C B A C B

 
     

 
 

 
 
 
 
 
 
 
3. Tæ soá dieän tích : 
Cho hai ñieåm M, N naèm treân hai ñöôøng thaúng chöùa hai caïnh AB vaø AC cuûa tam giaùc ABC ta luoân coù heä 
thöùc :                         

                                                       ( ) .
( )

dt AMN AM AN
dt ABC AB AC





 

 
 
 
 
 
 
 
 
4. Ñaúng thöùc Ptoleùmeùe: 
           Cho töù giaùc ABCD noäi tieáp ñöôøng troøn (O)  ta luoân coù heä thöùc:   
                                                AC.BD=AB.CD+AD.BC 
5. Baát ñaúng thöùc Ptoleùmeùe: 
          Cho töù giaùc ABCD ta luoân coù : . . .AC BD AB CD AD BC   
          Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi ABCD noäi tieáp ñöôøng troøn 
 

A'

B'
C'

B

A

C

A'

C' B'

B

A

C

I

B

A

C

M
N

 

O

A

B

CD
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6. Töù giaùc noäi tieáp: 
Cho töù giaùc ABCD coù hai ñöôøng cheùo caét nhau taïi N , hai ñöôøng thaúng AB,CD caét nhau taïi M . Khi ñoù caùc 
ñieàu sau töông ñöông : 

i. Töù giaùc ABCD noäi tieáp 
ii.  ACB ADB  
iii.   0180 ABC ADC  
iv. MA.MB=MC.MD 
v. NA.NC=NB.ND 

 
7. Ñieàu kieän tieáp xuùc : 
Cho tam giaùc ABC vaø ñieåm S thuoäc tia ñoái cuûa tia BC. Khi ñoù caùc meänh ñeà sau töông ñöông  

i. SA tieáp xuùc vôùi ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC  
ii. ACB BAS  
iii. SA2 = SB.SC 

 
 
   
 
B. Caùc baøi toaùn luyeän taäp: 
Baøi 1: Chöùng minh raèng trong moät tam giaùc ABC, neáu coù ba ñöôøng thaúng AA’,BB’,CC’ caét nhau  
           taïi moät ñieåm K naèm trong tam giaùc ( ' ' ', ,A BC B AC C AB   ) thì  

                        a)        
' ' '

' ' ' 1KA KB KC
AA BB CC

     

                  b)       ' ' ' 2AK BK CK
AA BB CC

               

                  c)        
' '

' ' '
AK AB AC
KA B C C B

          

Baøi 2: Treân trung tuyeán AD cuûa moät tam giaùc ABC, cho moät ñieåm K sao cho AK=3KD;BK caét  
           AC taïi P. Tính tæ soá dieän tích hai tam giaùc ABP , BCP. 

Baøi 3: Cho moät tam giaùc ABC, moät ñieåm K treân AB sao cho 1
2

AK
KB

 , moät ñieåm L treân treân BC  

           sao cho 2
1

CL
LB

 . Goïi Q laø giao ñieåm cuûa caùc ñöôøng thaúng AL vaø CK . Tìm dieän tích tam 

           giaùc ABC neáu bieát dieän tích cuûa tam giaùc BQC baèng 1 (ñôn vò dieän tích ) 
Baøi 4:  Cho tam giaùc ABC . Treân caïnh AB vaø BC laáy laàn löôït hai ñieåm M vaø N sao cho  
           AB=5AM, BC=3BN. Goïi O laø giao ñieåm cuûa AN vaø CM . Tính tæ soá dieän tích cuûa tam giaùc  
           AOC vaø dieän tích tam giaùc ABC 
Baøi 5:  Cho tam giaùc ABC . Goïi F laø giao ñieåm hai ñöôøng phaân giaùc trong AD vaø CF (D thuoäc BC, 
             E thuoäc AB) . Tính tyû soá dieän tích tam giaùc ADF vaø dieän tích tam giaùc ABC theo ba caïnh 
 BC=a,AC=b,AB=c 
Baøi 6: Cho tam giaùc ABC vaø AM,BN,CP laø caùc ñöôøng phaân giaùc trong cuûa noù . Tính tyû soá dieän  
           tích tam giaùc MNP vaø ñieän tích tam giaùc ABC theo caùc caïnh BC=a,AC=b,AB=c 
Baøi 7: Cho ñöôøng troøn O vaø moät daây AB cuûa ñöôøng troøn ñoù . Caùc tieáp tuyeán veõ töø A vaø B cuûa 
           ñöôøng troø caét nhau taïi C . Keû daây CD cuûa ñöôøng troøn coù ñöôøng kính OC (D khaùc A vaø B ).  
           CD caét cung AB  cuûa ñöôøng troøn (O) taïi E ( E naèm giöõa C vaø D ) . Chöùng minh : 
                                     a.  BED DAE                                   b. 2 .DE DA DB  
Baøi 8: Giaû söû H laø tröïc taâm cuûa tam giaùc nhoïn ABC. Treân ñoaïn HB vaø HC laáy hai ñieåm M,N sao  
           cho   090AMC ANB  . Chöùng minh raèng AN=AM. 

N

O
M

A

B

C

D  

O
S

A

B

C
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Baøi 9: Cho tam giaùc ABC coù  045A  . Goïi M vaø N laàn löôït laø chaân ñöôøng cao keû töø B vaø C cuûa 
           tam giaùc ABC .  

         1. Tính tyû soá MN
BC

 

         2. Goïi O laø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC . Chöùng minh raèng OA MN  
Baøi 10: Cho nöõa ñöôøng troøn (O) ñöôøng kính AB=2R ( R laø ñoä daøi cho tröôùc). M, N laø hai ñieåm 
             treân nöûa ñöôøng troøn (O) sao cho M thuoäc cung AN vaø toång caùc khoaûng caùch töø AB ñeán 
             ñöôøng thaúng MN baèng 3R . 

1. Tính ñoä daøi ñoaïn MN theo R  
2. Goïi giao ñieåm cuûa hai daây AN vaø BM laø I, giao ñieåm cuûa caùc ñöôøng thaúng AM vaø BN laø K . 

Chöùng minh raèng 4 ñieåm M,N,I,K cuøng naèm treân moät ñöôøng troøn , Tính baùn kính cuûa ñöôøng 
troøn ñoù theo R. 

3. Tìm giaù trò lôùn nhaát cuûa dieän tích tam giaùc KAB theo R khi M,N thay ñoåi nhöng vaån thoûa maõn 
giaû thieát cuûa baøi toaùn . 

Baøi 11: Cho hình vuoâng ABCD , M laø ñieåm thay ñoåi treân caïnh BC ( M khoâng truøng vôùi B ) vaø N laø 
              ñieåm thay ñoåi treân caïnh CD (N khoâng truøng vôùi D) sao cho:  
                                                       goùc MAN= goùc MAB + goùc NAD 
           1.  BD caét AN vaø AM töông öùng taïi P vaø Q . Chöùng minh 5 ñieåm P, Q, M, C, N cuøng naèm 
                treân moät ñöôøng troøn 
           2.  Chöùng minh raèng ñöôøng thaúng MN luoân luoân tieáp xuùc vôùi moät ñöôøng troøn coá ñònh khi M 
                vaø N thay ñoåi 
           3.  Kyù hieäu dieän tích cuûa tam giaùc APQ laø S1 vaø dieän tích cuûa töù giaùc PQMN laø S2. Chöùng  

                minh raèng tæ soá 
2

1

S
S

khoâng thay ñoåi khi M vaø N thay ñoåi. 

Baøi 12:   Cho tam giaùc ABC coù ñöôøng cao BD . Giaû söû (C) laø moät ñöôøng troøn coù taâm O naèm treân  
               ñoaïn AC vaø laàn löôït tieáp xuùc vôùi BA, BC taïi M vaø N  
               1. Chöùng minh raèng 4 ñieåm B, M, D, N naèm treân moät ñöôøng troøn  
               2. Chöùng minh raèng goùc ADM = goùc CDN 
Baøi 13: Cho töù giaùc loài ABCD , coù hai ñöôøng cheùo AC, BD vuoâng goùc vôùi nhau vaø baèng nhau .  

              Giaû söû 3CD;6BC;3AB   . Treân nöõa maët phaúng vôùi bôø laø ñöôøng thaúng AC 
              khoâng chöùa ñieåm B , döïng hình vuoâng ACMN . Treân nöõa maët phaúng vôùi bôø laø ñöôøng  
              thaúng MD khoâng chöùa ñieåm N , döïng tia Mx vuoâng goùc vôùi MD vaø laáy ñieåm E thuoäc tia 
               Mx sao cho ME =MD  
              1. Chöùng minh raèng 4 ñieåm C, D, M, N  thuoäc moät ñöôøng troøn 
              2. Tính caùc goùc cuûa töù giaùc ABCD. 
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Chuyeân ñeà 10: 

 
LYÙ THUYEÁT SOÁ  

 
I. Pheùp chia heát: 

1. Ñònh lyù cô baûn veà pheùp chia: 
    Cho a,b   vaø b  0 , khi ñoù coù hai soá nguyeân q, r duy nhaát sau cho a=bq+r vôùi 0 r b   

 
                                           , ( 0), , ,0 :a b b q r r b a bq r           

 
Nhaän xeùt : 

 Cho a,b   vaø b  0 . Khi chia a cho b coù theå xaûy ra b  soá dö laø :0,1,2,..., 1b   

 Khi chia n+1 soá nguyeân cho n ( 1n  ) luoân coù hai soá cuøng soá dö  
 Tích cuûa n soá nguyeân lieân tieáp luoân chia heát cho n 

2. Pheùp chia heát: 
      a.Ñònh nghóa: Cho a,b   vaø b  0 .Ta noùi a chia heát cho b, kyù hieäu laø a b , neáu toàn taïi soá   
      nguyeân q sao cho a=bq 
 

                                        sao cho a=bq
ñn

a b q    
 

 Khi a chia heát cho b thì ta noùi b laø öôùc cuûa a vaø kyù hieäu b a  

 Soá nguyeân döông a>1 chæ coù hai öôùc döông laø 1 vaø chính noù goïi laø soá nguyeân toá . Taäp hôïp 
caùc soá nguyeân toá kyù hieäu laø  . Caùc soá töï nhieân lôùn hôn 1 vaø khoâng phaûi laø soá nguyeân toá 
thì goïi laø hôïp soá. 

 UCLN cuûa hai soá nguyeân döông a vaø b laø soá nguyeân döông lôùn nhaát chia heát cho caû a vaø b  
      kyù hieäu: UCLN(a,b) hay (a,b).BCNN cuûa hai soá nguyeân döông a vaø b laø soá nguyeân döông  

                        nhoû nhaát chia heát cho caû a vaø b, kyù hieäu: BCNN(a,b) hay [a,b] 
 Hai soá nguyeân a vaø b ñöôïc goïi laø nguyeân toá cuøng nhau , kyù hieäu (a,b)=1 , neáu öôùc chung 

lôùn nhaát cuûa noù laø 1 
               b. Tính chaát:  Cho , , ,a b c m ; , 1c m  . Khi ñoù : 

a)      ,a b b c a c    
b)      ,a m b m a b m     
c)      ,( , ) 1ab c b c a c    
d)     , ,( , ) 1a b a c b c a bc     
e)      Cho p. Khi ñoù : hoaëc bab p a p p    

 Nhaän xeùt: 
 Trong n soá nguyeân lieân tieáp ( 1n  ) luoân coù moät vaø chæ moät soá chia heát cho n. 
 Tích cuûa n soá nguyeân lieân tieáp ( 1n  ) chia heát cho n . 
 Vôùi n  ta coù : 1 2 2 1( )( ... )n n n n n na b a b a a b ab b           

                        Vôùi n leû  ta coù    : 1 2 2 1( )( ... )n n n n n na b a b a a b ab b           
Suy ra: 
*  n,  vaø a b thì a ( )   ( )na b b a b n        
*  n, ,  n leû vaø a b thì a ( )   na b b a b       

      *  n, ,  n chaün vaø a b thì a ( )   na b b a b       

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 

 

http://trithuctoan.blogspot.com/ 



 Chia n cho p ta ñöôïc caùc soá dö laø 0,1,2,...,p-1. Ñaëc bieät khi p leû ta coù theå vieát: 

                                                 n = kp+r vôùi 10, 1,...,
2

pr 
    

Ví duï 1: 
 Chöùng minh raèng : 
 1. Tích hai soá chaün lieân tieáp chia heát cho 8 
 2. Tích ba soá nguyeân lieân tieáp chia heát cho 6 
 3. Toång laäp phöông cuûa ba soá nguyeân lieân tieáp chia heát cho 9 
Ví duï 2: 
 Chöùng minh raèng vôùi moïi soá nguyeân m,n: 
 1. 3 11 6n n   
 2. 2 2( ) 3mn m n   
 3. ( 1)(2 1) 6n n n    
Ví duï 3: 
 Vôùi n chaün, chöùng minh raèng : 20 16 3 1 323n n n     
Ví duï 4:  
 Chöùng minh raèng vôùi n laø soá töï nhieân : 
 1. 2 2 111 12 133n n    
 2. 2 2 15 26.5 8 59n n n     
 3. 27.5 12.6 19n n   
II. Ñoàng dö : 

1. Ñònh nghóa: Cho a, b laø caùc soá nguyeân vaø n laø soá nguyeân döông . Ta noùi a ñoàng dö vôùi b theo 
                         theo moâñun n neáu a vaø b coù cuøng soá dö khi chia cho n , kyù hieäu: (mod  n)a b  

 
                                                                   (mod  n) a-b na b    

 
Nhaän xeùt: 

 Trong tröôøng hôïp b n  thì:  

                                           (mod  n)a b  coù nghóa laø chia a cho m coù dö laø b 
     
       Ñaëc bieät :                  0(mod  n)a    coù nghóa laø a chia heát cho n 

2. Tính chaát: Cho , , ,a b c n   . Khi ñoù : 
 Neáu a b (mod n) vaø b c (mod n) thì a c (mod n)    
 Neáu a b (mod n) thì a+c b+c (mod n)   
 Neáu a b (mod n) thì ac bc (mod n)   
 n n Neáu a b (mod n) thì a b (mod )n   
 n n(a+b) b  (mod a), a>0  

3. Ñònh lyù FETMAT: 
                                     Neáu p laø soá nguyeân toá thì pn n  (mod p)   
                                   ( pn n  chia heát cho p) vôùi moïi soá nguyeân n 
 
            Ñaëc bieät: 

                                                  

                                            p-1

Cho p ,(a,p)=1. Khi ñoù :
           a 1 (mod p)




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Ví duï 1: 
 Chöùng minh raèng :  
 1. 20022 4 31   
 2. 5555 22222222 5555 7   
Ví duï 2:  
 1. Tìm dö  trong pheùp chia 32003 chia cho 13 
 2. Tìm dö cuûa pheùp chia 20042004 chia cho 11 
III. Soá nguyeân toá & hôïp soá  vaø soá chính phöông & soá khoâng chính phöông   : 
1. Soá nguyeân toá & hôïp soá: 
     a. Ñònh nghóa:   

* Soá töï nhieân a ( 2)a   goïi laø soá nguyeân toá neáu a chæ coù öôùc soá döông laø 1 vaø chính a. 
             * Hôïp soá laø soá töï nhieân lôùn hôn 1 vaø coù nhieàu hôn hai öôùc soá . 
     b. Ñònh lyù cô baûn cuûa soá hoïc: 

Moïi soá lôùn hôn 1 ñeàu phaân tích ñöôïc ra thöøa soá nguyeân toá moät caùch duy nhaát ( khoâng keå thöù töï caùc 
thöøa soá). 
Ñònh lyù: 
Moïi soá töï nhieân a > 1 ñeàu coù theå phaân tích ñöôïc döôùi daïng :  1 2

1 2. ... knn n
ka p p p , trong ñoù p1,p2,...,pk 

laø caùc soá nguyeân toá phaân bieät , n1,n2,...,nk laø caùc soá töï nhieân, *k  
Daïng phaân tích treân laø duy nhaát vaø goïi laø daïng phaân tích tieâu chuaån cuûa soá töï nhieân a. 

2. Soá chính phöông & soá khoâng chính phöông  : 
     a. Ñònh nghóa soá chính phöông :  
 * Soá nguyeân a laø soá chính phöông neáu noù laø bình phöông cuûa moät soá nguyeân ,  

      töùc laø a=b2 , trong ñoù b laø soá nguyeân. 
                  2a laø soá chính phöông   a = b   (b )   
    b. Soá khoâng chính phöông : 
 1. 2 vaø a p   ( p nguyeân toá )   a khoâng chính phöông a p    
 2. 2 2( 1)  b    a khoâng chính phöông b a b vôùi      
 3.           a coù chöõ soá taän cuøng laø 2 ( hoaëc 3 hoaëc 7 hoaëc 8 ) 
     hoaëc  a coù chöõ soá haøng ñôn vò laø 6 maø chöõ soá haøng chuïc laø chaün 
     hoaëc a coù chöõ soá haøng ñôn vò khaùc 6 maø chöõ soá haøng chuïc leû 
     hoaëc a coù chöû soá haøng ñôn vò laø 5 maø chöõ soá haøng chuïc khaùc 2 
     hoaëc a  coù chöõ soá taän cuøng laø hai chöõ soá leû… thì a khoâng chính phöông  
 4. a coù moät trong caùc daïng sau 3k+2; 4k+2; 4k+3; 5k+2; 5k+3; 6k+2; 6k+5; 7k+3;… thì a khoâng 
    chính  phöông. 
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Chuyeân ñeà 11: 
                           PHÖÔNG TRÌNH NGHIEÄM NGUYEÂN 

 
 
Caùc phöông phaùp giaûi thöôøng söû duïng : 
I. Phöông phaùp 1: Phöông phaùp ñaùnh giaù mieàn giaù trò cuûa caùc bieán 
 Baøi 1: Tìm taát caû caùc caëp soá nguyeân (x;y) thoûa maõn : 2( 1) 2y x x    
 Baøi 2: Tìm ;x y  thoûa maõn : 22 2 5 19x xy x y     
 Baøi 3: Tìm nghieäm nguyeân döông cuûa phöông trình : 2 2 243 0xy xy y x     
 Baøi 4: Tìm taát caû caùc nghieäm nguyeân (x;y) cuûa phöông trình : 2 2 3( )( ) ( )x y x y x y     
 Baøi 5: Tìm taát caû caùc nghieäm nguyeân (x;y) cuûa phöông trình : 2 27( ) 3( )x y x xy y     
 Baøi 6: Tìm taát caû caùc nghieäm nguyeân (x;y) cuûa phöông trình : 2 212 6 3 28( )x xy y x y     
 Baøi 7: Tìm caùc soá nguyeân x,y thoûa maõn ñaúng thöùc 
  2 2 22 1 2y x x y x y xy                 
 Baøi 8: Tìm caùc soá nguyeân x,y thoûa maõn ñaúng thöùc 
                      2 2 2 2x xy y x y                      
II. Phöông phaùp 2: Phöông phaùp ñöa veà phöông trình tích  
 Baøi 1: Tìm x; y nguyeân thoûa maõn caùc phöông trình sau: 
  1. 2 22 3 3 5 15x y xy x y      
  2. 2 22 6 7 25x y xy x y      
  3. 2 29 10 9 3 5 9x y xy x y      
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Chuyeân ñeà 12:   
 

Giaûi toaùn baèng caùch laäp phöông trình hoaëc 
                                             heä phöông trình 
 
Baøi 1: 

Laáy moät soá töï nhieân coù hai chöõ soá chia cho soá vieát bôûi hai chöõ soá aáy coù thöù töï ngöôïc laïi thì ñöôïc 
thöông laø 4 vaø dö laø 15. Neáu laáy soá ñoù tröø ñi 9 thì ñöôïc moät soá baèng toång bình phöông cuûa moãi chöõ 
soá ñoù . Tìm soá töï nhieân aáy 

Baøi 2: 
Tìm moät soá coù hai chöõ soá , bieát raèng chöõ soá ñoù gaáp 7 laàn chöõ soá haøng ñôn vò cuûa noù vaø neáu ñem soá 
caàn tìm chia cho toång caùc chöõ soá cuûa noù thì ñöôïc thöông laø 4 vaø soá dö laø 3. 

Baøi 3: 
Cho moät soá goàm hai chöõ soá . Tìm soá ñoù , bieát raèng toång 2 chöõ soá cuûa noù nhoû hôn soá ñoù 4 laàn vaø 
theâm 45 vaøo tích cuûa 2 chöõ soá ñoù seõ ñöôïc soá vieát theo thöù töï ngöôïc laïi vôùi soá ñaõ cho 

Baøi 4:  
Toång caùc chöõ soá cuûa moät soá coù hai chöõ soá baèng 6 . Neáu theâm vaøo ñoù 18 thì soá thu ñöôïc cuõng vieát 
baèng chöõ soá ñoù nhöng theo thöù töï ngöôïc laïi. Haõy tìm soá ñoù. 

Baøi 5:  
Chöõ soá haøng chuïc cuûa moät soá coù hai chöõ soá hôn chöõ soá haøng ñôn vò laø 5 . Neáu ñoåi choå hai chöõ soá 

cho nhau seõ ñöôïc moät soá baèng 3
8

 soá ban ñaàu. Tính soá ban ñaàu. 

Baøi 6: 
Cho moät soá goàm hai chöõ soá . Tìm soá ñoù , bieát raèng toång hai chöõ soá cuûa noù nhoû hôn soá ñoù 6 laàn vaø 
theâm 25 vaøo tích cuûa hai chöõ soá ñoù seõ ñöôïc moät soá vieát theo thöù töï ngöôïc laïi vôùi soá ñaõ cho 

Baøi 7: 
Tìm soá töï nhieân coù hai chöõ soá , bieát raèng neáu ñem soá ñoù chia cho toång caùc chöõ soá cuûa noù thì ñöôïc 
thöông 4 vaø dö laø 3 , coøn neáu ñem soá ñoù chia cho tích caùc chöõ soá cuûa noù thì ñöôïc thöông laø 3 vaø dö 
laø 5. 

Baøi 8: 
Moät soá nguyeân döông coù hai chöõ soá . Bieát raèng toång cuûa hai chöõ soá cuûa soá nguyeân döông naày baèng 
tích cuûa hai chöõ soá coäng vôùi 1 . Neáu laáy toång cuûa hai chöõ soá nhaân vôùi 4 thì keát quaû baèng ñuùng vôùi 
soá nguyeân döông ñaõ cho. Tìm soá nguyeân döông coù tính chaát treân.  
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